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Введение

Эта монография служит продолжением книги М.Деза и М.Лоран
«Геометрия разрезов и метрик», опубликованной в 1997 году издатель-
ством Springer-Verlag, Берлин (русский перевод появился в 2001 году,
издательство МЦНМО, Москва). Предметом изучения той книги были
�1-метрики, то есть такие метрики, которые изометрически вложи-
мы со шкалой в некоторый гиперкуб Hm, а если они бесконечны—
то в некоторую кубическую решетку Zm. За последние шесть лет
большой успех был достигнут в изучении специального случая �1-
метрики: расстояния на графе остова многогранника (конечного или
бесконечного).

Эта монография посвящена в основном выяснению вопроса, явля-
ются ли такие многогранники комбинаторно �1-вложимыми для инте-
ресных примеров графов многогранников. Это такие графы, что соот-
ветствующие им многогранники либо хорошо известны в математике
(регулярные разбиения, решетки корней, правильные многогранники
и т. д.), либо имеют химические приложения (фуллерены, полициклы
и т. п.). Вложимость, если она имеет место, применима к химическим
графам, и приводит к новым комбинаторным перспективам для аф-
финных многогранных объектов.

Примеры графов многогранников в этой книге возникли с извест-
ным �2-вложением из самых разных областей геометрии, кристалло-
графии и теории графов. Только для того, чтобы ввести их, требу-
ется много определений. В книге уделяется особое внимание таким
точным и по возможности независимым определениям. Изометриче-
ская вложимость со шкалой— главный вопрос, объединяющий их; все
изученные примеры графов рассматривались с этой точки зрения.
Эта вложимость будет представлена с минимальными техническими
подробностями.

Основные семейства рассмотренных графов возникли из разно-
образных обобщений правильных многогранников (или паркетов), из
(точечных) решеток и из химических приложений.

Введение 9

В частности, были получены такие результаты:

1. Все вложимые правильные паркеты и соты размерностей d > 2,
за исключением гипер-симплексов и гипер-октаэдров,— это в точ-
ности такие разбиения и соты, у которых двудольный остов:
гиперкубы, кубические решетки и 11 специального вида паркетов
в гиперболическом пространстве.

2. Если P —Архимедов полиэдр или плоское разбиение, отличное от
треугольной призмы, тогда в точности один из двух— либо P ,
либо двойственный к нему— вложим.

3. Для правильного 4-мерного многогранника 24-ячейки его обык-
новенное и золотое усечение (полуправильный 4-многогранник
Госсета) вложены в куб H12 и полукуб 1

2
H12 соответственно.

4. Остовы паркета Вороного для решетки An и двойственной ей
решетки A∗

n вложимы в Zn+1 и Z(n+1
2 ) соответственно.

Книга организована следующим образом.
В довольно длинном введении (глава 1) приведены основные обо-

значения, а также методы вложений. Ознакомившись с ним, осталь-
ные главы можно читать в независимом порядке.

Главы 14 и 15 рассматривают соответственно частные случаи
и обобщения понятия вложимости. Каждая из глав 2—15 посвяще-
на вложимости определенных видов графов. Мы попытались дать
точное и по возможности независимое описание этих видов; так что
у читателей с различной подготовкой будет возможность читать по
отдельности те главы, предмет которых им знаком и которые им
интересны.

Главы 2, 4, 5, 6, 12, 13 имеют дело с разными видами трехмерным
многогранников. В главах 9, 10 и 11 рассматриваются бесконечные
графы, к которым приводят паркеты R

2, R
3 и решетки. В главы 3,

7, 11 рассматриваются графы в R
n. И наконец, главы 2, 8 и 11 мо-

гут быть интересны для тех, кто работает в области математической
химии и кристаллографии.

Авторы благодарны Марии Гриндель, Жаку Бейгбедеру и в осо-
бенности Матьё Дютуру за разнообразную помощь: по созданию ил-
люстраций, редактированию и вдохновлению.



Глава 1

Введение: Графы и их изометрические
вложения со шкалой

В этой главе мы введем некоторые основные определения, относя-
щиеся к графам, вложениям и многогранникам. Здесь мы представим
только базовые понятия, дальнейшие определения будут приведены
позднее. За более детальной информацией читатель может обратиться
к книгам [Grün67], [Coxe73], [CoSl88], [DeLa97], [Crom97].

1.1. Графы
Простой граф G = (V , E) состоит из множества V вершин и

множества E ребер. Каждое ребро e ∈ E представляет собой пару вер-
шин u и v, которые мы называем его концами, при этом мы полагаем
e = (u, v). Такие две вершины называются смежными, и каждая из
них инцидентна ребру e. Степень вершины v ∈ V — это число ребер,
содержащих v.

Если любые две вершины G смежны, то такой граф называется
полным. Полный граф с n вершинами обозначается Kn. Если у графа
нет ребер, то он называется пустым. Для U ⊆ V обозначим EU

множество ребер, оба конца которых принадлежат U . Тогда граф
GU := (U , EU ) называется подграфом графа G, индуцированным U .

Граф G называется двудольным, если его вершины можно раз-
бить на две непустые части,

V = V1 ∪ V2,
таким образом, что оба графа, индуцированные V1 и V2, пусты.
Если граф G—двудольный с биразбиением (V1, V2) и если каждая
вершина V1 смежна каждой вершине V2, то G называется полным
двудольным графом. Обозначим Km,n полный двудольный граф, если
|V1| = n и |V2| = m. Полный двудольный граф K1,m (m � 1) называ-
ется звездой.

Множество E′ ребер называется паросочетанием, если ни у какой
пары ребер из E′ нет общих вершин. Паросочетание называется совер-
шенным, если каждая вершина является концом этого паросочетания.
(Только у графов с четным числом вершин могут быть совершенные
паросочетания.)

1.1. Графы 11

В этой книге мы часто будем использовать такие графы:

Многодольный граф Kn1,n2,...,nk
, множество вершин которого можно

разбить на k частей, состоящих из n1, n2, . . . , nk вершин соответ-
ственно, причем концы каждого ребра принадлежат разным ча-
стям. Примером может служить полный двудольный граф Km,n

(k = 2).
Путь Pn = P{v1,v2,...,vn} с множеством вершин V = {v1, v2, . . . , vn}

и с ребрами (vi, vi+1) при 1 � i � n − 1.
Цикл Cn = C{v1,v2,...,vn} (или n-угольник) получается из пути Pn =

= P{v1,v2,...,vn} добавлением ребра (v1, vn).
Граф гиперкуба Hn с множеством вершин V = {0, 1}n, ребра кото-

рого— пары векторов (x1, . . . , xn) и (y1, . . . , yn) из {0, 1}n такие,
что |{i : xi �= yi}| = 1.

Граф полукуба (1/2)Hn с множеством вершин

V =
{

(x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n :
n∑

i=1

xi четна
}

(в четных представлениях, и
∑n

i=1 xi нечетна в нечетных пре-
ставлениях), ребра которого— это такие пары x, y ∈ {0, 1}n, что
|{i : xi �= yi}| = 2.

Граф кубической решетки Zn — бесконечный граф с множеством вер-
шин

Z
n = {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Z}

и с ребрами ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) такими, что∑
1�i�n

|xi − yi| = 1.

Граф полукубической решетки 1

2
Zn —бесконечный граф с множест-

вом вершин

V =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Z
n :

n∑
i=1

xiчетно
}

,

ребра которого— это пары векторов x, y ∈ V такие, что∑
1�i�n

|xi − yi| = 2.

(У графа 1

2
Zn то же самое множество вершин, что и у решетки

корней Dn; см. гл. 11).
Граф вечеринки Kn×2 получается из полного графа K2n удалением

ребер совершенного паросочетания.
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Имеются изоморфизмы среди таких графов:

K2,2 = C4 = H2 = K2×2, K2 = P2 = 1

2
H2,

1

2
H3 = K4,

1

2
H4 = K3×2.

В обозначениях Коксетера αn, βn, γn и 1

2
γn обозначают соответ-

ственно следующие n-мерные выпуклые многогранники: правильный
n-симплекс, n-ортаэдр, n-куб и n-полукуб. Им соответствуют графы
1-остовов (см. раздел 1.4 ниже) Kn+1, Kn×2, Hn и 1

2
Hn.

Граф G называется связным, если для любых двух вершин u, v
из G имеется путь в G, связывающий u и v. Если это не так, то граф
называется несвязным.

Пусть заданы два графа

G1 = (V1, E1) и G2 = (V2, E2).

Их прямым произведением G1×G2 называется граф G := (V1 ×V2, E)
с множеством вершин

V1 × V2 = {(v1, v2) : v1 ∈ V1 и v2 ∈ V2},
ребра которого— это пары ((u1, u2), (v1, v2)), где u1, v1 ∈ V1 и u2, v2 ∈
∈ V2, так что либо (u1, v1) ∈ E1 и u2 = v2 либо (u2, v2) ∈ E2 и u1 = v1.

Надстройкой �G графа G называется граф, полученный из G
добавлением новой вершины (называемой отмеченной точкой �G),
соединенной со всеми вершинами G. Графы �Cn и Cn × K2 называ-
ются n-колесом и n-призмой соответственно.

Реберным графом L(G) графа G называется граф, вершинами
которого служат ребра графа G. Причем две вершины L(G) смежны
в L(G), если у соответствующих ребер в G есть общая вершина.
Для L(Kn) мы используем обозначение T (n). Этот граф представляет
собой специальный случай графа Джонсона J(n, k), соответствую-
щий k = 2. Множеством вершин графа Джонсона J(n, k) служит
семейство всех k-элементных подмножеств множества из n элементов.
Две вершины графа J(n, k) смежны, если и только если мощность
пересечения соответствующих k-элементных подмножеств равна k−1.
В частности, J(n, 1) = Kn.

1.2. Вложения графов
Прежде чем напомнить некоторые понятия метрик, связанных

с графами, мы коротко обсудим важность такого вложения. Граф G

может быть изометрически вложен в полукуб 1

2
Hm, если мы можем

1.2. Вложения графов 13

пометить или занумеровать вершины G строками длины m из нулей
и единиц с четным числом единиц так, что квадрат евклидового
расстояния между двумя такими строками вдвое больше длины пути,
соединяющего вершины в графе G.

Кроме того, вложение называется �1-жестким, если такой способ
нумерации единственный. Такое помечивание вершин может быть
очень полезно в химии для перечисления фуллеренов (см. гл.2), а так
же для вычисления молекулярных параметров, зависящих только от
расстояний в графах, таких как индексы Винера J , и другие (см.,
например, [BLKBSSR95]).

Полуметрикой на множестве V называется действительная сим-
метрическая функция d(x, y), определенная на всех парах точек
x, y ∈ V , удовлетворяющая уравнению d(x, x) = 0, а для всех упоря-
доченных троек (x, y, z) точек множества V — следующему неравен-
ству треугольника:

d(x, y) + d(y, z) − d(x, z) � 0.

Просуммировав два таких неравенства для троек (x, y, z) и (x, z, y),
мы получим неравенство 2d(y, z) � 0. Следовательно, любая полу-
метрика d неотрицательна, то есть принимает только неотрицатель-
ные значения. Метрикой называется положительная полуметрика,
то есть такая, что d(x, y) = 0 если и только если x = y.

Пусть G = (V , E)— связный граф (конечный или нет), а V и E —
множества его вершин и ребер соответственно. Определим метрику
кратчайшего пути dG ассоциированную с графом G, как метрику с
целыми значениями на парах вершин графа G, такую, что для двух
вершин v и u величина dG(v, u) равна длине кратчайшего пути в G,
соединяющего v и u, где длины пути измеряются числом его ребер.

Сумма всех n(n−1)/2 расстояний между вершинами n-вершинно-
го графа G обозначается W (G). Химики называют его числом Винера.

Связный подграф G1 графа G называется изометрическим под-
графом G, если dG = dG1 на вершинах G1, то есть если расстояния
из G сохраняются в G1. В таком случае записывают G1 ≺ G.

Геодезической в G называется простой путь P (возможно, беско-
нечный в одном или двух направлениях), обладающий тем свойством,
что dP (x, y) = dG(x, y) для всех x, y ∈ P . Длина максимальной
геодезической в G называется его диаметром d(G).

Метрика dG позволяет нам ввести выпуклые подмножества на V.
Подмножество S ⊆ V называется выпуклым подмножеством, если для
любых вершин u, v ∈ S все вершины каждого кратчайшего (u, v)-пути
(то есть геодизической соединяющей u и v) принадлежат S.
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Множество Z
n естественным образом снабжено �1-метрикой. А

именно, для x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) из Z
n, �1-расстояние

между x и y выражается как

d(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|.

Zn — это граф множества Z
n, метрика кратчайшего пути которого

совпадает с �1-метрикой d. Аналогично, граф гиперкуба Hn — это под-
граф Zn, индуцированный {0, 1}n. (Метрика кратчайшего пути dHn —
является также квадратом евклидовой l2-метрики.)

�1-граф— это такой граф G, метрика кратчайшего пути dG кото-
рого с точностью до шкалы λ изометрически вложима в гиперкуб Hm,
или, если G бесконечен,— в Zm. Другими словами, для некоторых
λ, m ∈ N существует отображение φ : V → Hm или Zm такое, что

λ · dG(vi, vj) = ||φ(vi) − φ(vj)||�1 =
m∑

k=1

|φk(vi) − φk(vj)|,

где vi ∈ V и φ(vi) = (φ1(vi), . . . , φm(vi)) ∈ Hm или Zm. Наименьшее
целое λ называется минимальной шкалой вложения.

Например, граф полукуба 1

2
Hn и граф полукубической решетки

естественно вкладываются соответственно в Hn и Zn со шкалой λ = 2.
Следовательно, 1

2
Hn и 1

2
Zn суть �1-графы.

Напомним, что 2m вершин m-куба Hm можно пометить с по-
мощью всех 2m подмножеств множества {1, 2 . . . , m}, так что две
вершины с метками A и B смежны если и только если |A�B| = 1,
где A�B — симметрическая разность множеств A и B. Следовательно,
существование вложения φ : V → Hm со шкалой λ эквивалентно
помечиванию каждой вершины v ∈ V (G) с помощью множества φ(v)
таким образом, что вершины v и u смежны если и только если
|φ(v)�φ(u)| = λ. С другой стороны, такой способ помечивания порож-
дает помечивание ребер (v, u) с помощью множеств φ(v)�φ(u). Для
i ∈ {1, 2, . . . , m} назовем i-зоной или просто зоной множество ребер,
метки которых содержат i. Оба такие помечивания вершин и ребер G
используются, например, в рисунках гл. 2.

Если G вложен в гиперкуб, то любое разбиение Hm на противопо-
ложные фасеты порождает разбиение S∪S = V множества вершин G.
Такое разбиение S ∪ S = V называется разрезом {S, S}. Множество
ребер E(S, S) разреза {S, S} состоит из ребер, один конец которых
принадлежит S, а другой — S. Очевидно, что удалив E(S, S) из G,
мы получим граф по крайней мере с двумя, связными компонентами;

1.2. Вложения графов 15

другими словами, E(S, S)— разрезное множество ребер. Ребра мно-
жества E(S, S) разрезаны разрезом {S, S}.

Разрез {S, S} определяет разрезную полуметрику δ(S) на множе-
стве V :

δ(S)(i, j) = δ{S,S}(i, j) =

{
0, если i, j ∈ S или i, j ∈ S,

1 в противном случае.
Спроектируем гиперкуб Hm с вложенным графом G вдоль ре-

бер, соединяющих две противоположные фасеты. Тогда мы получим
вложение G в Hm−1, причем некоторые расстояния из G уменьшатся
на единицу. Другими словами, мы вкладываем G с новой полуметри-
кой dG − δ(S).

Таким образом мы получаем разложение метрики кратчайшего
пути dG некоторого �1-вложимого графа G (на самом деле, любой
�1-метрики) в неотрицательную линейную комбинацию разрезных по-
луметрик.

Все �1-полуметрики на n вершинах (т. е. все �1-полуметриче-
ские пространства (Vn, d), для которых |Vn| = n), рассматриваемые

как точки некоторого
(n
2

)
-мерного пространства, образуют

(n
2

)
-мер-

ный конус, который называется разрезным конусом. Он порождается
2n−1−1 крайними лучами. Каждый такой луч — это ненулевая разрез-
ная полуметрика δ(S) для некоторого собственного подмножества S
множества Vn = {1, 2, . . . , n}.

Другими словами, граф G (или произвольная метрика) �1-вложим
если и только если метрика кратчайшего пути является линейной
комбинацией с неотрицательными коэффициентами разрезных полу-
метрик

dG =
∑

S⊂Vn

aSδ(S), где aS � 0 для всех S.

Если G вложим в Hm со шкалой λ, то тогда описанное выше
разложение можно переписать следующим образом:

λdG =
∑

S⊂Vn

aSδ(S), где aS � 0 целые для всех S. (1.1)

У формулы (1.1) есть то преимущество, что она позволяет клас-
сифицировать �1-вложения G с точностью до эквивалентности: разные
решения (1.1) с целыми неотрицательными aS такими, что

НОД(λ, aS) = 1,
соответствуют разным вложениям. Если такое решение единственно,
то граф G называется �1-жестким графом (см. [DeLa94]).
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Жесткость произвольной �1-метрики определяется аналогично.
Говоря в терминах разрезного конуса, метрика �1-жесткая, если и
только если она принадлежит грани разрезного конуса, которая яв-
ляется симплициальным подконусом.

Если G есть �1-граф, то для каждого разреза {S, S} возника-
ющего в �1-разложении dG (другими словами, когда aS > 0), оба
множества S и S выпуклы. Такой разрез мы называем выпуклым
разрезом. Следующий факт был установлен в [DeTu96].

Предположение 1.1 [DeTu96]. Граф G вложим со шкалой λ
в гиперкуб, если и только если существует полный набор C(G) (не
обязательно различных) выпуклых разрезов G такой, что каждое
ребро G разрезано ровно λ разрезами из C(G).

При λ = 1 это представляет собой хорошо известную характе-
ризацию Дьоковича ([Djok73]) графов, изометрически вложимых в
гиперкубы.

Лемма 1.1 [CDG97]. Любой �1-граф, не содержащий K4, явля-
ется �1-жестким.

Мы говорим, что полиэдр P является �1-вложимым, если его
остов G(P ) (то есть граф, образованный его вершинами и ребрами)—
это �1-граф. Граф G называется графом многогранника, если найдется
многогранник P (возможно, бесконечный), для которого G(P ) = G.

При вложении метрики d в m-куб со шкалой λ отношение
s(d) = m

λ

называется размером вложения. Для графа G с n вершинами име-
ются следующие верхняя и нижняя границы для размера s(dG)
(см. [DeLa97], с. 45):

W (G)⌊n

2

⌋⌈n

2

⌉ � s(dG) � W (G)

n − 1
. (1.2)

Напомним, что здесь

W (G) =
∑

i,j∈V

dG(i, j).

Когда в левой части неравенства (1.2) имеет место равенство, мы
говорим, что G— эквиразрезный граф. Это означает, что для такого
графа каждое подмножество S в формуле eq11 удовлетворяет усло-
вию aS �= 0 если и только если S разбивает V на части размера
�n/2	 и 
n/2�, где n = |V |.

С другой стороны, правое из неравенств (1.2) обращается в ра-
венство в очень частном случае.
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Лемма 1.2.

s(dG) = W (G)

n − 1
если и только если G— звезда K1,n−1.

В качестве примера рассмотрим вложение n-симплекса αn, для
которого G(αn) = Kn+1. Любой симплекс αn при n � 3 не является
�1-жестким, то есть допускает по крайней мере два различных вло-
жения. Мы приведем три вложения αn со шкалой λ в m-кубы Hm,
которые осуществляют соответственно максимальное, минимальное
и среднее (при n > 4) значения размера m/λ. Для симплекса αn

границы (1.2) принимают вид

sn := n(n + 1)

2
⌊n + 1

2

⌋⌈n + 1

2

⌉ � s(αn) � n + 1

2
<

n(n + 1)

2(n − 1)
= W (Kn+1)

n − 1
.

Левое соотношение можно записать как

sn = 2 − 1⌈n + 1

2

⌉ , то есть sn =
2n

n + 1

для нечетных n, и sn =
2(n + 1)

n + 2
для четных n.

Верхняя граница достигается при таком вложении αn → 1

2
Hn+1,

когда вершины αn отображаются в вершины x полукуба 1

2
Hn+1, для

которых
∑n+1

i=1 xi = 1 (в нечетных представлениях 1

2
Hn+1).

К среднему (для n > 4) размеру приводит следующее построение.
Возьмем множество всех n(n + 1)/2 ребер (ij), 1 � i < j � n + 1
графа Kn+1 в качестве множества индексов (координат) V гипер-
куба Hm ⊂ R

V , то есть m = n(n + 1)/2. Отобразим вершину i
симплекса αn (то есть вершин Kn+1) в подмножество

Vi = {(ij) : 1 � j � n + 1, j �= i} ⊂ V.

Тогда |Vi�Vj | = 2(n − 1) и есть шкала λ. В этом случае

s(αn) = n(n + 1)

4(n − 1)
.

При n = 4 это дает s(α4) = s4 = 5

3
, то есть нижнюю границу для n = 4.

Определим λn как наименьшее положительное четное число t
такое, что tsn — целое. Тогда существует вложение αn в λnsn-куб со
шкалой λn, реализующее наименьшую границу sn. Это эквиразрезное
вложение (ср. с п. (i) теоремы 1.1, ниже).

Любой ортаэдр βn при n � 4 тоже не является �1-жестким. Все
вложения βn осуществляются в 2λ-куб с такой четной шкалой λ, что
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αn−1 вложим в m-куб, m � 2λ, со шкалой λ. Для минимальной такой
шкалы, обозначим ее µn, известно следующее утверждение. Выполня-
ется двойное неравенство

n > µn � 2
⌈

n

4

⌉
с равенством для нижней границы при любом n � 80, и, если n > 80,
то равенство справедливо, если и только если существует матрица
Адамара порядка n. В частности, β3 и β4 вложимы в 1

2
H4 (фактиче-

ски, G(β4) =
1

2
H4, но имеется два вложения β4 в 1

2
H4), а β5 вложимо

лишь со шкалой четыре (в H8).
Размер s(dG) обладает следующими свойствами, которые мы

сформулируем в терминах n = |V |.
Теорема 1.1 [DePa01]. Пусть G— �1-граф.

(i) s(dG) = sn−1 = 2 − 1

�n/2� если и только если G = Kn;

(ii) s(dG) = 2 если и только если G не является полным подграфом,
графа вечеринки Kn×2;

(iii) s(dG) = n − 1 если и только если G— дерево;
(iv) 2 < s(dG) < n − 1 в остальных случаях.

Ясно, что вложимость в Hm со шкалой λ влечет вложимость
в 1

2
Hm со шкалой 2λ. Более того, для любого графа G, который

вложим в гиперкуб со шкалой λ, имеем:

(i) λ = 1 ⇔ G—изометрический подграф гиперкуба; в таком случае
мы пишем: G → Hm.

(ii) λ = 1 или 2 ⇔ G— изометрический подграф m-полукуба; в таком
случае мы пишем: G → 1

2
Hm.

Аналогично, для бесконечного графа G:

(i) λ = 1 ⇔ G—изометрический подграф кубической решетки; в та-
ком случае мы пишем G → Zm.

(ii) λ = 1 или 2 ⇔ G— изометрический подграф полукубической
решетки; в таком случае мы пишем G → 1

2
Zm.

Лемма 1.3 [CDG97]. Шкала λ плоского �1-графа равна либо еди-
нице, либо двум.

И наконец, мы напомним, что граф G называется гиперметри-
ческим (за подробностями можно обратиться к [DeGr93]) если его
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метрика кратчайшего пути dG удовлетворяет каждому гиперметри-
ческому неравенству, заданному в виде∑

1�i<j�n

bibjdG(vi, vj) � 0, (1.3)

где

b = {b1, b2, . . . , bn} ∈ Zn,
n∑

i=1

bi = 1,

а vi при 1 � i � n— различные произвольные вершины G.
Заметим, что приведенное выше определение гиперметричности

локально, поскольку в нем идет речь лишь о конечном множестве
вершин. А бесконечный граф называется гиперметрическим, если
каждый конечный его подграф гиперметричен.

Если
n∑

i=1

|bi| = 2k + 1,

то выписанное неравенство называется (2k + 1)-гональным неравен-
ством (см. [Deza60]), а граф, удовлетворяющий всем (2q + 1)-гональ-
ным неравенствам для q � k, называется (2k + 1)-гональным.

Ясно, что случай k = 1 соответствует обыкновенному неравенству
треугольника. Ниже мы опишем случай k = 2, который соответствует
5-гональному неравенству. Оно представляет собой важное необходи-
мое и во многих случаях достаточное (см. ниже) условие для вложе-
ния графов. А именно, при

ba = bb = bc = 1, bx = by = −1

неравенство (1.3) принимает вид

d(x, y) + (d(a, b) + d(a, c) + d(b, c)) �
� (d(x, a) + d(x, b) + d(x, c)) + (d(y, a) + d(y, b) + d(y, c)) (1.4)

для расстояний между любыми пятью вершинами a, b, c, x, y.
Используя приведенное выше определение разрезной полуметри-

ки δ(S), нетрудно проверить, что∑
1�i<j�n

bibjδ(S)(i, j) =
∑

i∈S,j∈S

bibj =
(∑

i∈S

bi

)(
1 −

∑
i∈S

bi

)
� 0,

поскольку
∑

i∈S bi — целое число. В соответствии с разложением (1.1),
отсюда следует, что любая �1-полуметрика гипермерична.
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Для метрики кратчайшего пути графа G связи между свойствами
этой метрики выражаются следующими импликациями:

G— изометрический подграф гиперкуба ⇒
⇒ dG является �1-жесткой ⇒

⇒ G— изометрический подграф полукуба ⇒
⇒ G является �1-графом ⇒

⇒ dG гиперметрична ⇒ dG — (2k + 1)-гональная ⇒
⇒ dG — (2k − 1)-гональная⇒ dG — 3-гональная (= метрике).

Напомним еще, что характеризация Дьоковича �1-графов со шка-
лой λ = 1 может быть переформулирована (см. Авис, [Avis80]) следу-
ющим образом: граф является изометрическим подграфом гиперкуба,
если и только если он двудольный и 5-гональный.

Вообще говоря, граф G является �1-графом если и только ес-
ли G— изометрический подграф прямого произведения графов вече-
ринки (то есть остовов многогранников, двойственных гиперкубам)
и графов полукуба, см. [Shpe93] (другое доказательство приведено
в [DeGr93]).

Что касается сложности: выяснение того, что некоторая метрика
�1-вложима (то есть изометрически вложима в �m

1 ), является NP -пол-
ной задачей (см. [Karz85]), а алгоритм, устанавливающий, что граф
�1-вложим, является полиномиальным (см. [DeSh96]). Общее исследо-
вание �1 метрик можно найти в [DeLa97].

1.3. Вложения плоских графов
Несмотря на то, что для установления �1-вложимости графа

требуется полиномиальный алгоритм, для произвольных планарных
графов в [CDG97] был предложен более простой алгоритм. Он очень
полезен, поскольку графы трехмерных многогранников и двумерных
паркетов планарны. Доказательство всех предложений раздела 1.3
можно найти в [CDG97].

Напомним, что согласно лемме 1.3 шкала планарного �1-графа G
равна 1 или 2; она равна 1, если и только если G—двудольный граф.
Согласно предложению 1.1, для того, чтобы найти �1-вложение пла-
нарного графа, который не является двудольным, достаточно найти
такой набор выпуклых разрезов, что любое ребро G разрезано в точ-
ности двумя разрезами из этого набора. Упомянутый выше алгоритм
позволяет явно найти такой набор.
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Пусть G есть планарный локально конечный граф (то есть сте-
пени всех его вершин конечны). Предположим, что задано плоское
изображение G, то есть G—плоский граф. Внутренней гранью G
называется цикл в G, который ограничивает простую односвязную
область. Обозначим G∗ плоский граф, двойственный к G. Будем счи-
тать, что задано плоское изображение G∗, так что вершины и ребра G∗

соответствуют граням и ребрам G.
Обозначим Z(S, S) семейство внутренних граней G, которые

пересекает разрез {S, S}. Мы будем говорить, что Z(S, S)— пояс
разреза {S, S}. Определим C(S, S)—частичный подграф G∗ — сле-
дующим образом: вершинами C(S, S) являются грани Z(S, S), и две
такие грани смежны в C(S, S), если и только если у них есть общее
ребро из E(S, S).

Лемма 1.4. Если {S, S}— выпуклый разрез и F — грань плоского
графа G, то |E(S, S)∩E(F )| = 0 или 2. В частности, C(S, S)—либо
путь, либо цикл.

С геометрической точки зрения лемма 1.4 утверждает, что если
мы разрезаем плоскость вдоль C(S, S), то, достигнув некоторой гра-
ни Z(S, S), мы должны покинуть эту грань через какое-нибудь другое
ребро, после чего уже больше никогда не придем к этой грани. В
частности, у линии, вдоль которой идет разрез, нет самопересечений.
Более того, множества S∩Z(S, S) и S∩Z(S, S) являются либо путями,
либо циклами. Обозначим их bd(S) и bd(S) и будем называть их
граничными линиями разреза {S, S}.

Теперь предположим, что планарный граф G вложен в евклидову
плоскость, причем выполняется такое свойство:

(a) Граница любой внутренней грани— изометрический цикл гра-
фа G.

(Хотя это свойство выглядит вполне естественно, можно постро-
ить планарные �1-графы, для которых нельзя указать планарного вло-
жения в плоскость, удовлетворяющего условию (a). Например, книга,
то есть совокупность по крайней мере трех 4-циклов с общим ребром.)

Два ребра e = (u, v) и e′ = (u′, v′) принадлежащие одной общей
внутренней грани F , называются противоположными, если

dG(u, u′) = dG(v, v′)

и эти расстояния равны диаметру цикла F . Если F — четная грань
(т. е. она ограничена циклом четной длины), то у каждого ее реб-
ра есть только одно противоположное. Если же длина F нечетная,
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то у каждого ребра e ∈ E(F ) есть два противоположных ребра
e+ и e−. В последнем случае, если F ориентирована по часовой
стрелке, для ребра e мы будем различать левое противополож-
ное ребро e+ и правое противоположное ребро e−. Если каждая
грань Z(S, S) пересечена разрезом {S, S} по двум противополож-
ным ребрам, то мы говорим, что {S, S}— противоположный разрез
графа G.

Если выпуклый разрез {S, S} графа G входит во внутреннюю
грань F через ребро e, то из выпуклости S и S, а также из изо-
метричности F следует, что {S, S} покидает F через ребро, проти-
воположное e. Мы говорим, что разрез {S, S}— прямой на четной
грани F , и что он поворачивает на нечетной грани F . Этот поворот
может быть правым или левым, в зависимости от того, которое из
противоположных ребер e− или e+ мы пересекаем.

Лемма 1.5. В плоском графе с изометрическими гранями все
выпуклые разрезы противоположны.

Если G—плоский граф с изометрическими гранями только чет-
ной длины (т. е. если G— двудольный), то G является �1-графом,
если и только если каждый противоположный разрез — выпуклый.
Это свойство очень полезно для проверки, является ли �1-вложимым
граф G или нет.

Противоположный разрез плоского графа G называется альтер-
нирующим разрезом, если его повороты чередуются. Для многих
важных плоских �1-графов выпуклые разрезы, участвующие в �1-раз-
ложении, оказываются альтернирующими. Следовательно, если G—
двудольный граф, то альтернирующие разрезы— это в точности про-
тивоположные разрезы G. Согласно лемме 1.5, каждый выпуклый
разрез двудольного графа G—альтернирующий.

Еще один класс плоских графов с этим свойством дает следующая
лемма (мы говорим, что две внутренние грани смежны, если у них
есть общее ребро).

Лемма 1.6. Пусть G—плоский граф, в котором все внутренние
грани ограничены изометрическими циклами нечетной длины. Если
объединение границ каждой пары смежных граней— изометрический
подграф G, то любой выпуклый разрез G является альтернирую-
щим.

Самый известный класс плоских графов, удовлетворяющий усло-
виям леммы 1.6, — это триангуляции (то есть плоские графы, все
внутренние грани которых представляют собой треугольники) без
4-клик. В [BaCh00] установлено, что всякая конечная триангуляция,
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обладающая тем свойством, что степени всех вершин, не принадлежа-
щих внешней грани, больше пяти, является �1-вложимой. Более того,
все такие графы �1-жестки.

Из леммы 1.6 вытекает следующее свойство триангуляций:

Если триангуляция c остовом G не содержит K4 в качестве
индуцированного подграфа (то есть, если степени всех внутрен-
них вершин не меньше 4), то любой выпуклый разрез графа G
является альтернирующим.

Цикл C плоского графа G называется альтернирующим (или
лево-правым циклом, или путем Петри, или зигзагом), если каж-
дая грань G либо не пересекается с C, либо у нее есть в точности
два общих последовательных ребра с этим циклом. Ясно, что любое
ребро G накрывается ровно двумя циклами из семейства альтерниру-
ющих циклов G. Другими словами, у G есть двойное накрытие своими
альтернирующими циклами.

Граф G∗, двойственный кубическому плоскому графу G, является
плоской триангуляцией. Каждый альтернирующий простой цикл G
соответствует альтернирующему разрезу G∗, и обратно, каждый вы-
пуклый альтернирующий разрез G∗ определяет простой альтерниру-
ющий цикл G. Таким образом, мы получаем следующее необходимое
условие вложимости G∗:

Если граф, двойственный к конечному плоскому кубическому гра-
фу G является �1-вложимым,то все его альтернирующие циклы
просты.

Но это условие недостаточно; например, у фуллеренов C20a2(Ih)
(см. гл.2) есть в точности 6a альтернирующих циклов, длина каждого
из них равна 10a, и все они просты, однако двойственные им полиэдры
вложимы только при a = 1 (икосаэдр).

Цикл C плоского Эйлерова (то есть с четной степенью любой
вершины) графа G называется центральным (или прямым) циклом,
если входя в любую вершину, он покидает ее через противоположное
ребро. Ясно, что любое ребро G накрывается только одним циклом из
семейства центральных циклов G; другими словами, множество ребер
G разбивается его центральными циклами, т.е. G обладает накрытием
своими центральными циклами.

Граф G∗, двойственный Эйлерову плоскому графу G, есть плос-
кий двудольный граф. Каждый центральный простой цикл G соответ-
ствует противоположному разрезу G∗, и обратно, каждый выпуклый
противоположный разрез G∗ определяет простой центральный кон-
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тур G. Итак, мы получили следующее необходимое условие вложимо-
сти G∗:

Если граф, двойственный конечному плоскому Эйлерову графу G,
является �1-вложимым, то все его центральные циклы просты.

Теперь мы представим алгоритмическую процедуру отыскания
альтернирующих разрезов (если они существуют), пересекающих дан-
ное ребро e = (u, v) плоского графа G. Для того, чтобы сделать это,
мы продолжим разрезы за ребро e, пересекая грань за гранью. Удаля-
ясь от ребра e через четные грани, мы достигнем некоторой нечетной
грани, скажем, F . После чего могут быть две возможности: один
из разрезов повернет налево, а другой направо на грани F . Затем,
проходя через нечетные грани графа G, нам остается лишь чередовать
направления поворотов. А именно, если, скажем, в последний раз
разрез поворачивал налево, то придя к следующей нечетной грани,
он повернет направо и наоборот. Обозначим E(e) и E′(e) два под-
множества ребер, которые пересекаются при таком движении. Тогда
любой альтернирующий разрез {S, S}, который пересекает ребро e,
удовлетворяет одному из равенств:

E(S, S) = E(e) или E(S, S) = E′(e).

В самом деле, {S, S} пересекает ребра из общей части E(e) и E′(e)
до тех пор, пока не придет к грани F . В этот момент есть только
две возможности продолжать движение вдоль E(S, S). А именно,
{S, S} пересекает грань F , следуя либо E(e), либо E′(e); возьмем для
определенности E(e). В этом случае E(S, S) с необходимостью всюду
совпадает с E(e).

Мы будем называть множества ребер вида E(e) и E′(e) для неко-
торого e альтернирующими зонами (ребер). Если мы пометим каж-
дую альтернирующую зону числом, то каждое ребро получит метку,
состоящую из двух чисел. Если G является �1-графом, то альтерниру-
ющая зона с меткой i оказывается i-зоной, определенной выше.

Итак, мы получили следующий результат.

Лемма 1.7. Каждое ребро e плоского �1-графа G пересекается не
более чем двумя альтернирующими разрезами, каждый из которых
определяется альтернирующими зонами E(e) или E′(e).

Обозначим A(G) совокупность всех альтернирующих разрезов G.
В этой совокупности каждый разрез, который нигде не поворачива-
ет, учитывается дважды. Вообще говоря, существуют плоские гра-
фы без альтернирующих разрезов. Это обусловлено тем фактом, что
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Рис. 1.1. Example of embedding: a) Dürer’s octahedron→ 1

2
H8, b) elongated

dodecahedron ElDo → H5

E(e) и E′(e) не обязательно определяют разрезные множества G. Тем
не менее, если E(e) и E′(e) являются разрезными множествами для
всех e ∈ E(G), то из леммы 1.7 следует, что семейство альтернирую-
щих разрезов A(G) довольно сложное: каждое ребро G пересекается
в точности двумя разрезами из A(G).

К сожалению, из этого свойства, даже если к нему добавить
свойство (a), не вытекает �1-вложимость плоского графа G, поскольку
альтернирующие разрезы могут быть и невыпуклыми. Оно также и
не исключает �1-вложимости: существуют плоские �1-графы с невы-
пуклыми альтернирующими разрезами и такие, что полное семей-
ство выпуклых разрезов (которое, согласно предложению 1.1, дает
вложение) содержит неальтернирующие выпуклые разрезы. Будем
называть такие вложения нестандартными. Можно привести при-
меры 3-многогранников, обладающих нестандартными вложениями:
α3, (Prism 3)∗ → 1

2
H4, двойственный к RhDo — v3 → 1

2
H6 (три из ше-

сти выпуклых разрезов неальтернирующие), октаэдр Дюрера → 1

2
H8

(пять из восьми выпуклых разрезов неальтернирующие; см. рис. 1.1),
F26 → 1

2
H12 (см. рис. 2.1 ниже) и (рассмотренные в гл. 5) B-расшире-

ния, реализующие P + Prism 3 и вытягивания вдоль контуров графов
с нестандартными вложениями.
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Чтобы получить �1-вложимость G, нам следует наложить сле-
дующее метрическое условие на граничные линии альтернирующих
разрезов, построенных по нашему способу (к счастью, эти естествен-
ные требования легко проверяются во многих важных частных слу-
чаях):

(b) Любая граничная линия bd(S) и bd(S) любого альтернирую-
щего разреза {S, S} является изометрическим циклом или гео-
дезической.

Очевидно, из (b) следует условие (a).

Предположение 1.2. Если G—плоский граф, удовлетворяю-
щий условию (b), тогда разрез {S, S} графа G альтернирующий, если
и только если он выпуклый. Тогда G—жесткий �1-граф.

Фактически, из леммы 1.6 и условия (b) мы получаем, что каждое
ребро G пересечено в точности двумя альтернирующими разрезами.
Согласно предложению 1.2 можно сделать вывод, что G вложим со
шкалой два в гиперкуб. Поскольку любой выпуклый разрез G альтер-
нирующий, мы заключаем, что это �1-вложение G единственно.

Напомним, что конечный планарный граф G называется внеш-
непланарным графом, если существует вложение G в евклидову плос-
кость такое, что все вершины G принадлежат внешней грани. Приме-
нив полученные результаты к внешнепланарным графам, мы получим

Предположение 1.3. Любой внешнепланарный граф является
жестким �1-графом.

Легко видеть, что каждый вложимый конечный плоский граф
вкладывается в H p

2
+z , если он двудольный, и в 1

2
Hp+z в противном

случае. Здесь p—длина периметра, а z — число замкнутых (т. е. обла-
дающими только неграничными ребрами) альтернирующих зон.

1.4. Типы регулярности многогранников
и паркетов

В этой книге мы будем рассматривать �1-вложения графов, т. е.
G(P ) 1-остовов (реберных остовов) n-многогранников P (выпуклых).
Кроме того, мы рассмотрим некоторые обобщения n-многогранников:
невыпуклые n-многогранники, паркеты, соты и т. д. Многогранник P
мы будем называть �1-вложимым, если �1-вложим его граф G(P ).

Выпуклый n-многранник— это n-мерное компактное выпуклое
подмножество евклидова n-пространства, образованное пересечением
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конечного числа полупространств, см. [Grün76]. Пересечения размер-
ности k n-многогранника с несущими плоскостями для 0 � k � n − 1
называются его k-гранями. В частности, при k = 0, 1 и n − 1, они
есть его вершины, ребра и фасеты соответственно. n-многогранник
называется простым, если у каждой из его вершин есть в точности
n соседних вершин.

При n = 3, мы будем иногда называть 3-многогранник полиэдром.
Граф реберного остова полиэдра планарный. Полиэдр называется k-
эдром если у него k фасет. Например, тетраэдр является 4-эдром,
куб — 6-эдром, октаэдр— 8-эдром, додекаэдр— 12-эдром и икосаэдр—
20-эдром.

Полиэдр, все фасеты которого— правильные треугольники, назы-
вается дельтаэдром. Существует в точности восемь (выпуклых) дель-
таэдров с правильными треугольными фасетами, среди них тетраэдр,
октаэдр и икосаэдр.

Двойственным многогранником выпуклого n-многогранника P
называется такой n-многогранник P ∗, что k-грани P ∗ при 0 � k � n−1
взаимнооднозначно соответствуют (n−k−1)-граням P и соответству-
ющие грани ортогональны. Планарные графы остовов двойственных
полиэдров тоже двойственны.

Кроме того, мы будем рассматривать невыпуклые n-многогранни-
ки. Они являются компактными множествами с внутренними точка-
ми и имеют кусочно-линейную структуру границ. Они гомотетичны
n-шару.

сотами называется бесконечное множество n-многогранников,
которые вплотную прилегают друг к другу, заполняя все n-простран-
ство таким образом, что каждая фасета каждого многогранника при-
надлежит в точности одному из других многогранников; они называ-
ются разбиением, если все эти многогранники выпуклы.

Понятие вершинной фигуры очень важно для введения понятия
правильности. Вершинной фигурой некоторого n-многогранника или,
в более общем случае, разбиения или сот, называется выпуклая обо-
лочка срединных точек всех ребер, инцидентных данной вершине.

Вершинная фигура n-многогранника представляет собой выпук-
лый (n − 1)-многогранник. Но вершинная фигура n-разбиения или n-
сот может быть бесконечной и/или невыпуклой.

Правильность n-многогранника определяется индукцией по его
размерности в предположении, что точка считается выпуклым пра-
вильным 0-многогранником.

Выпуклый n-многогранник называется правильным, если все его
фасеты и вершинные фигуры— правильные (n − 1)-многогранники.



28 Глава 1. Введение: Графы и их изометрические

n-многогранником с правильными гранями называется такой n-
многогранник, все фасеты которого— правильные (n − 1)-многогран-
ники. Все n-многогранники с правильными гранями известны.

Изогональным n-многогранником называется такой n-многогран-
ник, группа симметрий которого транзитивна на вершинах.

Полуправильным n-многогранником называется изогональный n-
многогранник с правильными гранями. Полуправильный 3-много-
гранник— то же самое, что и однородный полиэдр.

Чтобы ввести последнее понятие однородности, мы будем опи-
раться на определение полуправильных 3-многогранников. При n � 4
изогональный n-многогранник называется однородным, если все его
фасеты однородны. (Таким образом, при n = 4, фасеты являются
полуправильными полиэдрами).

Квазиправильным n-многогранником называется полуправиль-
ный многогранник, группа симметрий которого транзитивна на ребрах.

Пять правильных полиэдров (Платоновых тела) и полуправиль-
ные полиэдры (13 Архимедовых тел, призмы, антипризмы) известны
со времен античности. Архимедовы полиэдры и двойственные им
(полиэдры Каталана) были переоткрыты в эпоху ренессанса, тогда же
Кеплер [Kepl1619] дал им современые имена. Мы приведем традици-
онные обозначения пяти Платоновых тел:
— симплекс α3 = тетраэдр; он самодвойственен, G(α3) = K4;
— куб γ3, G(γ3) = H3 и двойственный ему октаэдр β3, G(β3) = K3×2;
— икосаэдр Ico и двойственный ему додекаэдр Do .

Мы будем обозначать 1

2
γn выпуклую оболочку половины вершин

n-куба γn такую, что ее остов образует граф 1

2
Hn. n-многогранник

Джонсона PJ (n)— это выпуклая оболочка вершин γn+1, лежащих
в гиперплоскости

∑n+1
1 xi = 2. Его остовом G(PJ (n)) служит

J(n + 1,2) = T (n + 1) = L(Kn+1).
Точно так же, как и для графов, выполняются соотношения

1

2
γ2 = α1 = β1 = γ1, PJ (2) = α2, PJ (3) = β3,

1

2
γ4 = BPyr (PJ (3)) = β4,

1

2
γ3 = α3.

Определениеn-бипирамиды BPyr (P ) см. ниже.

Кстати,
(

1

2
γm

)∗
= α3, γ4, при m = 3, 4 соответственно; если

m � 5 граф
(

1

2
γm

)∗
содержит изометрический подграф K5 − K3

и поэтому не является 5-гональным.
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Все правильные многогранники и многогранники с правильными
гранями известны. При n > 4 можно перечислить все правильные n-
многогранники таковы:

n-симплекс αn, для которого G(αn) = Kn+1,
n-ортаэдр βn, для которого G(βn) = Kn×2,
и n-куб γn, для которого G(γn) = Hn.

Над тем, чтобы найти все 92 многогранника с правильными гра-
нями, работали многие авторы, в особенности Джонсон и Зальгаллер
(см., например, [John66], [Zalg69], [Berm71], [KoSu92]). Наконец, в кни-
ге [BlBl91], был приведен полный список n-многогранников с правиль-
ными гранями.

Полуправильные n-многогранники были найдены Госсетом в
1897 году. Доказано (для n = 4 в [Maka88] и для произвольного n
в [BlBl91]), что список Госсета полон (исторический обзор можно най-
ти в [Coxe73] и [Grün67]). В дальнейшем мы часто будем использовать
названия и номера 112 правильных и архимедовых полиэдров, а так-
же полиэдров с правильными гранями из списка, который приведен
в [Berm71]. Например, № 1—5 являются правильными полиэдрами.
В [Berm71] и [Zalg69] полиэдры с правильными гранями описаны в
виде объединения 28 базовых полиэдров M1 − M28.

1.5. Операции на многогранниках
Мы будем использовать некоторые операции, переводящие один

многогранник в другой.

Прямое произведение. Прямым произведение n-многогранника P
и m-многогранника P ′ называется (n + m)-многогранник P × P ′,
для которого G(P ×P ′) = G(P )×G(P ′). Иногда его называют еще
Декартовым произведением.

Построение призмы. Призмой с основанием P называется много-
гранник PrismP := α1×P. Prismn обозначает призму, основанием
которой служит n-угольник, т. е. Prismn = Prism (Cn).

Вытягивание. Пусть C — простой контур в 3-многограннике (или,
вообще говоря, в произвольном плоском графе) P . Вытягива-
ние P вдоль C состоит в замене C кольцом 4-угольников. Вы-
тягивание P вдоль контура C, ограничивающего грань, означает
построение призмы с основанием на этой грани.

Усечение. Усечение (при вершине v) многогранника P отсекает
вершину v. Другими словами, вершина v многогранника P заме-
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няется фасетой, которая является вершинной фигурой P . Много-
гранник P называется усеченным и обозначается как tr(P ), если
все вершины P усечены. В большинстве случаев мы можем осу-
ществить усечение на расстоянии 1/3 длины ребра от вершины.

Каппинг. Эта операция в каком-то смысле обратна усечению. Кап-
пинг многогранника P на его фасете F состоит в добавлении
новой вершины v к P таким образом, что эта вершина v смежна
со всеми вершинами F . t-каппингованный многогранник P полу-
чается каппингом на t различных фасетах P 1).

Построение пирамиды. Выпуклая оболочка n-многогранника P
и некоторой вершины v, не лежащей в пространстве, натянутом
на P , называется пирамидой над P (с вершиной v) и обозначается
Pyr (P ). Мы полагаем Pyr n = Pyr (Cn). Мы обозначаем Pyr t(P )
результат t-кратного последовательного применения операции по-
строения пирамиды. Ясно, что G(Pyr t(P )) = ∇tG(P ).
BPyr (P ) обозначает (n + 1)-бипирамиду, основанием которой
служит n-многогранник P . У нее две вершины, которые про-
тивоположны относительно гиперплоскости, натянутой на P .
G(BPyr (P )) — это ∇2G(P ) − e, где e— ребро, соединяющее две
отмеченные вершины ∇2G(P ). Мы полагаем BPyr n = BPyr (Cn).

Шамферинг. Эта операция применима только к 3-многогранникам.
Шамферинг полиэдра P — это полиэдр, обозначаемый Cham (P ),
который получается построением призм на всех фасетах P и уда-
лением первоначальных ребер. t-кратный шамферинг обозначает-
ся Cham t(P ) (см. также конец гл. 5)2).

Амбо-операция. Выпуклая оболочка срединных точек всех ребер P
называется его амбо-многогранником и обозначается Ambo (P ).
Мы ограничимся только теми случаями, когда срединные точ-
ки ребер, инцидентные любой заданной вершине лежат в од-
ной плоскости. Если P — полиэдр, то степень каждой вершины
полиэдра Ambo (P ) равна четырем. Это обусловлено тем, что
каждое ребро P инцидентно двум граням, и в каждой грани
ребро смежно двум ребрам. Остов Ambo (P ) называется еще ме-
диальным графом остова P . Остов Ambo (P )— линейный граф
остова P , если последний является простым полиэдром. Ясно, что
Ambo (α3) = β3, Ambo (β4) = 24-ячейка.

1)От англ. cap—шапка; операция каппинга состоит в том, что на фасету P
«надевается шапочка». —Прим. перев.

2)Так на французский манер произносится английское слово chamfering, кото-
рое обозначает снятие фаски, стесывание. —Прим. перев.
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1.6. Разбиения Вороного и Делоне

Конечное или бесконечное множество X точек R
n называется

дискретным, если существует положительное число r такое, что шар
радиуса r с центром в некоторой точке X не содержит других точек X .

n-мерная точечная решетка—особый вид бесконечного дискрет-
ного множества в R

n. Она представляет собой множество концевых
точек векторов

∑n
i=1 zibi, где векторы bi линейно независимы, и zi ∈ Z

для всех i.
Любое дискретное множество точек X определяет два разби-

ения (паркета) R
n многогранниками Вороного и Делоне. Вороной,

который и разработал эту теорию (для решеток) в своих послед-
них двух работах, назвал их M - и L-многогранниками соответствен-
но. Для каждой решетки имеется в точности один аффинный тип
многогранников Вороного и конечное число типов многогранников
Делоне.

Каждый многогранник Вороного P (x) связан с некоторой точкой
x ∈ X такой, что P (x) представляет собой множество всех точек R

n,
которые отстоят от x не дальше, чем от любой другой точки X .
Мы будем обозначать Vo (X) остовный граф разбиения Вороного. В
частности, для решетки L, Vo (L)—остов разбиения Вороного, опре-
деленного решеткой L.

Разбиение Делоне двойственно разбиению Вороного (и в комби-
наторном и в метрическом смысле). Его можно получить, используя
метод Делоне пустой сферы. Возьмем точку y �∈ X в качестве центра
сферы Sy, не содержащей точек X . Затем будем увеличивать радиус
Sy до тех пор, пока точка x ∈ X не достигнет Sy. После чего будем
перемещать центр y так, чтобы можно было еще увеличить радиус Sy,
оставляя x на Sy, до тех пор пока еще одна точка x′ ∈ X не достиг-
нет Sy. Продолжая, мы получим (локально максимальную) пустую
(то есть не содержащую точек решетки L внутри) сферу Sy, с (n + 1)
аффинно независимыми точками множества X на Sy. Выпуклая обо-
лочка всех точек X , лежащих на Sy, называется многогранником
Делоне PD разбиения Делоне. Не исключен случай, когда радиус Sy

бесконечен.
Обозначим De (X) остовный граф разбиения Делоне. В частности,

для решетки L, De (L)— остов разбиения Делоне этой решетки L.
Ребра De (L) являются минимальными векторами простых смежно-
сти классов L/2L. Напомним, что если L— решетка корней Dn, то у
графов De (Dn) и 1

2
Zn одинаковые множества вершин, но сами графы

различны.
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1.7. Бесконечные графы
Вначале мы дадим пример такой последовательности графов мно-

гогранников, что все они вложимы с возрастающими шкалами, в то
время как предельный граф не является вложимым. Рассмотрим i
точек aj , 1 � j � i на координатной оси, с положительными целыми
координатами j. Будем считать любую пару соседних точек aj−1, aj

антиподальными вершинами ортаэдра βmj размерности mj := 2j ,
такого, что у βmj есть общие вершины только с βmj−1 (а именно,
aj−1) и βmj+1 (а именно, aj). Обозначим Wi граф, полученный таким
присоединением i остовов ортаэдров. Ясно, что βmi и Wi вложимы
в Zmi со шкалой

λi = mi

2
= 2i−1.

Обозначим W∞ предел Wi при i → ∞. Тогда λi → ∞ при i → ∞; итак,
W∞ не может быть вложимым с конечной шкалой даже в Z∞.

Теперь (следуя [DeSt02a]) мы рассмотрим кубические комплексы,
и в частности, введем бесконечномерный куб.

В [Novi86] Новиков предложил изучить кубические комплексы, то
есть такие, которые состоят из кубов разных размерностей (а не из
симплексов). Простейшим примером кубического комплекса служит
евклидов куб произвольной размерности (с гранями всех размерно-
стей). Другой пример кубического комплекса— это обычная кубиче-
ская решетка, представляющая разбиение евклидова n-пространства
на n-кубы, соприкасающиеся фасета к фасете. Этот комплекс состо-
ит из счетного числа кубов конечной размерности. Каждая точка
комплекса принадлежит только одному кубу, если она внутренняя,
и конечному числу кубов, если она граничная.

Построим теперь третий пример кубического комплекса. Пусть
E∞ = (O, e1, e2, . . . , ek, . . . )— предел при n → ∞ ортонормальных
систем координат En = (O, e1, e2, . . . , en). Возьмем k произвольных
целых чисел i1 < i2 < · · · < ik из N, k ∈ N, и построим на
соответствующих k векторах ei1 , ei2 , . . . , eik

из E∞ замкнутый куб
Ik(O, ei1 , ei2 , . . . , eik

). Начало координат O будет одной из его вер-
шин. Возьмем объединение всех таких кубов

∪i1<i2<···<ik; ij∈N, j=1,2,...,k; k∈NIk(O, ei1 , ei2 , . . . , eik
).

Семейство кубов этого объединения, включающее грани всех раз-
мерностей, составляет бесконечномерный кубический комплекс. Дей-
ствительно, сразу ясно, что каждый куб семейства— либо куб вида
Ik(O, ei1 , ei2 , . . . , eik

), либо его грань. Поэтому каждая грань куба
Ik является кубом семейства. Кроме того, очевидно, что любые два
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куба семейства— грани куба вида Ik(O, ei1 , ei2 , . . . , eik
). А значит, их

пересечение— тоже один из кубов семейства.
Поскольку каждый куб вида Ik(O, ei1 , ei2 , . . . , eik

) является k-
мерной гранью n-мерного куба In(O, e1, e2, . . . , en), где n не мень-
ше максимального индекса ik, наше семейство допускает более про-
стую запись ∪n∈NIn. Здесь In —просто краткое обозначение куба
In(O, e1, e2, . . . , en). Поскольку I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ . . . , наш
кубический комплекс можно рассматривать как семейство граней всех
размерностей куба In, увеличивающегося бесконечно при бесконечном
росте n. Размерности кубов, составляющих комплекс, конечны, но
верхней границы для всех этих размерностей не существует. Поэтому
этот комплекс не может быть конечномерным.

Этот кубический комплекс определяет многогранник бесконеч-
ной размерности, будем обозначать его W . Тело многогранника W
представляет собой объединение всех открытых кубов комплекса; он
незамкнут. Фактически, у бесконечной последовательности точек

Mi =
(

1

2
,

1

4
, . . . ,

1

2i
,

1

2i+1
, 0, 0, . . .

)
,

каждая из которых принадлежит многограннику W , есть предельная
точка

M∞ =
(

1

2
, 1

4
, . . . , 1

2i
, 1

2i+1
, . . .

)
,

когда i → ∞. Точка M∞ не принадлежит W , так как она не
принадлежит никакому конечномерному кубу In описанного выше
объединения. (Многогранник W — это собственное подмножество ку-
ба Тихонова Iτ , который есть топологическое произведение τ копий
единичного интервала действительной оси, мощности τ = ℵ0. Этот
частный случай куба Тихонова гомеоморфен кубу Гильберта, то есть
подпространству гильбертова пространства l2, состоящему из всех
точек x = (x1, x2, . . . ), для которых 0 � xn � 1, n � 1. Реберный
остов многогранника W , рассматриваемый как граф, представляет
собой максимальную связную компоненту реберного остова куба I∞

счетной размерности.)
Мы рассматриваем множество точек, координаты которых в ба-

зисе E∞ равны 0 и 1, и число единиц конечно. Это не все точки
с такими координатами. Этому множеству принадлежат лишь точки,
которые можно достичь из начала координат O (или из любой другой
точки множества) по некоторому конечному кратчайшему пути, ребра
которого— единичные векторы в базисе E∞. Эти точки (и только они)
являются вершинами многогранника W . Расстояние между точками
y = (y1, y2, . . . , yk, . . . ) и z = (z1, z2, . . . , zk, . . . ) многогранника W
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(в частности, между вершинами W ) задается формулой

ρ(y, z) =
∞∑

k=1

|yk − zk|.

Для любой пары точек(y, z) многогранника W эта сумма содержит
бесконечно много членов, но лишь конечное их число отлично от нуля
(они равны 1 в случае вершин). Следовательно, на самом деле рас-
стояние вычисляется по конечной формуле. Мы обозначим H∞ граф,
индуцированный множеством вершин многогранника W . (Метриче-
ское пространство H∞ — это особый предел бесконечной последова-
тельности метрических пространств Hn при n → ∞. Оно содержит все
Hn, n ∈ N. Оказывается, что это пространство H∞ —универсальный
носитель графических метрик всех графов, вложимых в гиперкубы
и кубические решетки.)

Поскольку у каждого конечного множества вершин бесконечно-
мерного куба I∞ есть лишь конечное число координат, равных 1 (и
бесконечно много нулевых координат), оно принадлежит конечномер-
ному кубу. Поэтому такое конечное множество вершин удовлетворяет
каждому гиперметрическому неравенству. Это позволяет нам сфор-
мулировать

Предположение 1.4. Метрическое пространство H∞ гипер-
метрично.

Теперь мы хотим доказать, что метрическое пространство Zn

тоже гиперметрично.
Очевидно, простой путь Pn длины n − 1 изометрически вложим

в остов n-мерного куба. Любое же вложение пути Pn в куб размерно-
сти, меньшей чем n, изометрическим быть не может. На самом деле,
если Pn вложим в Hk при k < n, то существуют два параллельных
ребра во вложенном Pn. Подпуть, состоящий из любых двух ближай-
ших параллельных ребер и всех ребер между ними составляет путь
вида e1 + e2 + · · · + ek − e1. Только крайние векторы в этой сумме
коллинеарны. Эти коллинеарные векторы должны быть противопо-
ложно направлены, поскольку в противном случае путь не может
принадлежать одному кубу. Кратчайший путь в кубе между конечны-
ми точками описанного пути представляет собой e2 + . . . + ek. Он на
2 звена короче начального пути, и значит, вложение не изометрично.

Но в то время как реберный путь длины n может быть изомет-
рично вложен в конечный куб Hn, реберный луч (то есть реберный
путь из бесконечного числа ребер) нельзя изометрически вложить ни
в какой конечномерный куб. Реберный луч изометрически вкладыва-
ется лишь в бесконечномерный куб H∞.
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Эти рассуждения пригодятся нам при изучении n-мерной кубиче-
ской решетки. Пусть ортонормальный базис (O, e1, e2, . . . , en) в R

n —
базис n-мерной кубической решетки. Расширим этот базис до счетно-
го ортонормального базиса (O, e1, e2, . . . , en, en+1, . . . ), который мы
будем считать базисом бесконечномерного куба.

В n-мерной решетке имеются 2n лучей, которые выходят из
O в 2n направлениях вдоль единичных векторов e1, e2, . . . , en и
−e1, −e2, . . . , −en. Каждый из этих лучей можно отобразить в ре-
берный остов многогранника W (он является собственным подмноже-
ством куба счетной размерности).

А именно, возьмем прямолинейный луч на остове n-мерной ре-
шетки, который направлен вдоль ei (другими словами, который идет
вдоль положительного направления i-й оси, 1 � i � n), и отобразим
его ребро за ребром в ломаный путь

ei + ei+1·2n + ei+2·2n + · · · + ei+k·2n + . . .

на остове многогранника W . Здесь первое ребро начинается в точке
O, а ребро ei+j·2n —в концевой точке ребра ei+(j−1)·2n, j = 1, 2, 3, . . . .

И аналогично, мы отобразим прямолинейный реберный луч в
n-мерной кубической решетке, направленный вдоль −ei (то есть иду-
щий вдоль отрицательного направления i-й оси, 1 � i � n), в реберный
путь

ei+n + ei+n+1·2n + ei+n+2·2n + · · · + ei+n+k·2n + . . .

реберного остова W , где ребро ei+n начинается в начале коорди-
нат O, а ребро ei+n+j·2n — в концевой точке ребра ei+n+(j−1)·2n,
j = 1, 2, 3, . . . .

Возьмем ребро остова стандартной кубической решетки. Рассмот-
рим гиперплоскость, которая ортогональна этому ребру и пересекает
его посередине. Эта гиперплоскость дает срединный разрез разбиения
(то есть разная n-мерной кубической решетки). Все ребра разбиения,
которые пересечены этой гиперплоскостью, образуют один класс экви-
валентности. Все ребра одного класса взаимно параллельны и идут
в одинаковом направлении. Такой класс эквивалентности всегда со-
держит ребро прямолинейного луча, который начинается в O и идет
вдоль соответствующей координатной оси (в положительном или от-
рицательном направлении). Описанное отображение переводит это
ребро в вектор базиса E∞. Этот вектор будет служить нам меткой
всех ребер из того класса эквивалентности, которому принадлежит
это ребро. Тогда ребра различных классов эквивалентности получат
разные метки.
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Разные классы эквивалентности соответствуют различным сре-
динным разрезам, даже если гиперплоскости срединных разрезов па-
раллельны. Когда мы пометим все ребра одномерного остова стан-
дартной кубической решетки векторами базиса E∞, мы построим
отображение остова исходной кубической решетки в остов много-
гранника W (а также в остов бесконечномерного куба). Само эта
конструкция показывает, что такое отображение переводит каждый
кратчайший реберный путь (конечной длины) в кратчайший путь.
Значит построенное отображение является вложением, и более того, —
изометрическим вложением. (Это отображение можно распростра-
нить так, чтобы осуществить непрерывное локально изометрическое
клеточное отображение нормального разбиения n-мерного евклидова
пространства на кубы в n-мерный остов многогранника W .)

Предположение 1.5. Существует вложение

Zn → H∞.

Поскольку вложение Zn → H∞ изометрично, а любое метриче-
ское подпространство гиперметрического пространства в свою оче-
редь гиперметрично, справедливо такое

Следствие 1.1. Метрическое пространство Zn гиперметрично.
Ясно, что метрическое пространство H∞ нельзя вложить в мет-

рическое пространство Zn ни при каком конечном n.
Рассмотрим в пространстве с базисом E∞ множество всех точек,

к которым из начала координат O ведут реберные пути со звенья-
ми, представляющими собой векторы базиса E∞. Координаты любой
точки этого множества в базисе E∞ —целые, и среди них есть лишь
конечное число ненулевых. Обозначим это множество точек (с есте-
ственной �1-метрикой) как Z∞. Ясно, что каждое конечное множество
точек Z∞ содержится в Zn ⊂ Z∞ при некотором n ∈ N. Поскольку
Zn — гиперметрическое пространство, метрическое пространство Z∞

тоже является гиперметрическим.
Предположение 1.6. Справедливы следующие вложения

Z∞ → H∞ ⊂ Z∞.

Тот факт, что выполняется изометрическое вложение Z∞ → H∞,
можно доказать так же, как и предыдущее предложение. Единствен-
ное отличие состоит в том, что теперь имеется счетное число лучей
в обоих направлениях. Но и в этом случае мы можем пометить ребра
каждого луча различными метками. Это можно сделать, поскольку
объединение счетного числа счетных множеств в свою очередь счетно.

Глава 2

Пример: вложение фуллеренов

Для того, чтобы проиллюстрировать введенные нами понятия
�1-вложимости и их применения, мы начнем с фуллеренов. Это ряд
очень важных в химии полиэдров. В этой главе мы введем поня-
тие фуллеренов, затем дадим общую лемму, после чего опишем �1-
статус более чем 4000 малых фуллеренов и им двойственных. Кроме
того, мы рассмотрим некоторые бесконечные семейства невложимых
фуллеренов. Компьютерную проверку �1-статуса провели Д.Пасечник
и М.Дютур.

Фуллерен— это углеродная молекула, которую можно рассмат-
ривать как простой полиэдр. Мы будем обозначать его Fn. Его n
вершин— атомы углерода— собраны в 12 пятиугольников и (n/2−10)
шестиугольников, а (3/2)n ребер соответствуют углерод-углеродным
связям. Фуллерены Fn могут быть построены для всех четных n � 20,
за исключением n = 22 (см. [Grün67], с. 271). Для данного n возможно
разное расположение фасет, такие фуллерены называются изомерами.
Например, существуют 1, 1, 1, 2, 3, 40, 271 и 1812 фуллеренов Fn при

n = 20, 24, 26, 28, 30, 40, 50 и 60

соответственно.
Фуллерены, у которых нет пятиугольников со смежными реб-

рами, обозначаются Cn и называются предпочтительными фул-
леренами (или еще IP -фуллеренами, это сокращение для Isolated
Pentagons— изолированных пятиугольников). Например, единствен-
ный предпочтительный фуллерен, образованный 60 атомами углерода
C60 — это усеченный икосаэдр, который называют еще фуллереном
Бакминстера.

Обычно для того, чтобы как-то различать изомеры, приводят
их группу симметрий. Например, C180(Ih)— это единственный пред-
почтительный фуллерен с 180 вершинами и группой симметрий Ih

(расширенная икосаэдральная группа порядка 120). В то время как
C60(Ih) представляет собой футбольный мяч, F32(D3), C70(D5h) и
C84(D2d) похожи на мячи для тенниса, регби и бейсбола соответствен-
но. Общим справочником по фуллеренам служит [FoMa95]. В этой
главе мы сконцентрируемся на таком вопросе, касающемся метрик:
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Можно ли вложить в гиперкуб граф, образованный вершинами
и ребрами фуллерена так, чтобы с точностью до шкалы рассто-
яния сохранялись?

2.1. Вложимость фуллеренов и двойственных
к ним полиэдров

Лемма 2.1. Фуллерен Fn (и двойственный ему F ∗
n)

(i) либо является �1-жестким изометрическим подграфом полуку-
ба,

(ii) либо не удовлетворяет (2k+1)-гональному неравенству для неко-
торого целого k � 2.

Доказательство. Собственно говоря, (i)— это прямое следствие
из леммы 1.6. Поскольку фуллерен Fn — простой полиэдр и у двой-
ственного к нему F ∗

n нет вершин валентности три, оба они не содержат
K4 и поэтому являются �1-жесткими (а также изометрическими под-
графами полукуба; последнее вытекает из следствия, приведенного
в гл. 1.2), если они �1-вложимы.

Если же Fn или F ∗
n не являются вложимыми, то, как сказано

в [DeGr93], диаметр гиперметрического, но не �1-вложимого графа
равен двум или трем. А поскольку известно, что F ∗

20 является �1-поли-
эдром и поскольку диаметр любого фуллерена (а также двойственного
к нему, за исключением F ∗

20) равен по меньшей мере четырем, ясно,
что он не гиперметрический. Отсюда и следует (ii).

Таблица 2.1

Вложимость малых фуллеренов: из всех Fn и F ∗
n при

n < 60 только семь �1-вложимы

Фуллерен �1-вложимость Fn �1-вложимость F ∗
n

F20(Ih) → 1

2
H10 → 1

2
H6

F26(D3h) → 1

2
H12 не 5-гональный

F28(Td) не 5-гональный → 1

2
H7

F36(D6h) не 5-гональный → 1

2
H8

F40(Td) → 1

2
H15 не 5-гональный

F44(T ) → 1

2
H16 не 5-гональный
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Таблица 2.2

Вложимость малых предпочтительных фуллеренов: из всех
102 Cn и C∗

n при n < 86, только два �1-вложимы

Фуллерен �1-вложимость Fn �1-вложимость F ∗
n

C60(Ih) не 5-гональный → 1

2
H10

C80(Ih) → 1

2
H22 не 5-гональный

Среди фуллеренов Fn и двойственных к ним при n < 60, а также
среди всех предпочтительных фуллеренов Cn и двойственных к ним
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при n < 86, только пять фуллеренов, F20(Ih), F26(D3h), F40(Td),
F44(T ), и C80(Ih), и только четыре двойственных к фуллеренам,
F ∗

20(Ih), F ∗
28(Td), F ∗

36(D6h) и C∗
60(Ih), оказываются �1-вложимыми (см.

табл. 2.1 и 2.1). Вложение подробно показано на рис. 2.1, 2.1, 2.1
и 2.5, где каждая вершина 1

2
Hm помечена множеством S ⊂ Vm его

ненулевых координат. Вершины V помечены числами 0, 1, 2, . . . , 9
и 0′, 1′, 2′, . . . , а также буквами a, b, c, . . .. На рис. 2.1 и 2.4 ребра
помечены симметрической разностью между множествами ненулевых
координат соответствующих вершин 1

2
H16 и 1

2
H22.

В то время, как существуют 5-гональные, но не 7-гональные по-
лиэдры (например, квадратная антипризма; см. рис. 6.4 c) внизу), мы
не могли найти такие фуллерены или двойственные к ним. Возможно,
все �1-неволожимые фуллерены Fn (или F ∗

n) не являются к тому же
5-гональными.
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С другой стороны, мы полагаем, что пять фуллеренов Fn и че-
тыре двойственных к фуллеренам F ∗

n , приведенных в табл. 2.1 и 2.1 —
единственные �1-вложимые.

2.2. Бесконечные семейства �1-невложимых
фуллеренов

Теперь мы представим два семейства интересных �1-невложимых
фуллеренов. Начнем с фуллерена Fn, который можно разбить на две
полусферы, разрезав пять (соответственно, шесть) ребер. Между эти-
ми полусферами мы поместим слой из пяти (соответственно, шести)
шестиугольников следующим образом. Разрезав Fn, мы получим две
полусферы, и у каждой из них окажется пять (или шесть) хвостов.
Аналогично мы можем представить кольцо из k шестиугольников
как кольцо из k прямоугольников, у внутренней и внешней границ
которого есть по k хвостов. Взяв k = 5 (или k = 6) мы можем
склеить эти внешние хвосты с хвостами одной из полусфер, а внут-
ренние— с хвостами другой полусферы для того, чтобы получить
фуллерен, у которого будет уже больше шестиугольников. У нового
фуллерена уже n+10 вершин (соответственно, n+12) и он называется
1-слойным Fn. Вставив i слоев, мы получим i-слойный Fn. Например,
разрезав каким-нибудь образом F20 и вставив i слоев, мы получим
i-слойный додекаэдр определенный как F10(i+2)(D5h) для нечетных i
и F10(i+2)(D5d) для четных i (см. рис. 2.6). (Это весьма напряжен-
ный, антиароматический, наименее устойчивый фуллерен, посколь-
ку в отличие от предпочтительных фуллеренов, у него наибольшее

Рис. 2.6. F36(D6h) = 1-слойный F24(D6d) и F40(D5d)= 2-слойный додекаэдр
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Рис. 2.7. Не 5-гональные конфигурации в i-слойных F10(i+2)

при i = 1 и при i � 2

число смежных пар пятиугольных граней.) Отправляясь от F24(D6d)
и вставляя i слоев из 6 шестиугольников между двумя полусферами,
образованными пятью пятиугольниками, окружающими шестиуголь-
ник, мы получим i-слойный F24(D6d): F12(i+2)(D6h) для нечетных i
и F12(i+2)(D6d) для четных i, как показано на рис. 2.6.

Предположение 2.1. Для любого целого i � 1:

(i) i-слойный фуллерен (и двойственный ему) F10(i+2)(D5h или D5d)
не является �1-вложимым, и

(ii) i-слойный фуллерен (и двойственный ему, кроме случая i = 1)
F12(i+2)(D6h или D6d) не является �1-вложимым.

Рис. 2.8. Не 5-гональные конфигурации в i-слойных F12(i+1)

при i = 1 и при i � 2
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Доказательство. Чтобы доказать, что перечисленные фуллере-
ны не являются �1-вложимыми, мы просто укажем не 5-гональную
конфигурацию, содержащуюся в их остовах. Коэффициенты bi на-
рушаемого 5-гонального неравенства (см. (1.4) в разделе 1.2) равны,
соответственно, 0 для черных вершин, −1 для квадратных, и 1 для
вершин, отмеченных белыми кружками.

2.3. Модель Кацуры для пузырьковых клеток
в сравнении с вложимыми двойственными
к фуллеренам

Оказывается, что все известные фуллерены, для которых двой-
ственные к ним �1-вложимы— включая плоское разбиение правиль-
ными шестиугольниками (разбиение Вороного гексагональной решет-
ки A2), которое можно рассматривать как бесконечный фуллерен
C∞ —удовлетворяет следующей модели Кацуры для клеток окайм-
ленных пузырьков (см. [Kats83]). Более точно, n вершин фуллерена
Fn разбиваются на четыре типа Ta,b в соответствии с числами a
пятиугольников и b шестиугольников, которым они инцидентны, то
есть T3,0, T0,3, T1,2 и T2,1. Затем Кацура рассматривает среднюю энер-
гию натяжения его n вершин в предположении эластичности Гука
и только близкое взаимодействия только на коротких расстояниях.
Устойчивыми фуллеренами, то есть теми, которые в этой модели об-
ладают минимальной энергией (в зависимости от того, энергия какого
типа вершин минимальна) являются следующие:

— Додекаэдр (минимальная энергия на T3,0 вершинах); двойствен-
ный ему

F ∗
20(Ih) → 1

2
H6.

— Шестиугольный лист C∞ (минимальная энергия на T0,3 верши-
нах); двойственный ему

(разбиение Делоне A2) →
1

2
Z3.

— Фуллерен Бакминстера (минимальная энергия на T1,2 вершинах);
двойственный ему

C∗
60(Ih) → 1

2
H10.

— Вытянутая шестиугольная бочка F36(D6h) (минимальная энергия
на T2,1 вершинах); двойственный ему

F ∗
36(D6h) → 1

2
H8.
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Рис. 2.9. Не 5-гональные конфигурации в двойственных
i-слойных F ∗

12(i+1) и F ∗
10(i+1)

— F28(Td) (минимальная энергия на T2,1 вершинах); двойственным
ему является гексакис усеченный тетраэдр, причем

F ∗
28(Td) →

1

2
H7.

Энергия двух оставшихся устойчивых фуллеренов тоже мини-
мальна на T2,1 вершинах; это теннисный мяч F32(D3) и F36(D2d),
двойственные к ним невложимы.



Глава 3

Правильные паркеты и соты

3.1. Правильные паркеты и соты
Фуллерены из второй главы можно рассматривать как разбиения

двумерной сферы. В этой главе мы рассмотрим правильные разбиения
Евклидова n-пространства, n-сферы или паркеты n-мерного евкли-
дого пространства, n-сферы и гиперболического n-мерного простран-
ства; результаты взяты в основном в [DeSt00c].

Мы будем использовать следующие обозначения, принятые в
[Coxe37]:
— {p} обозначает многоугольник с p вершинами;
—
{

p

r

}
обозначает звездный многоугольник с p вершинами и ребром

между теми вершинами, расстояние между которыми равно r;
— двумерный паркет называется регулярным типа {p, q}, или упро-

щенно, типа pq, если у каждой грани имеется p вершин и каждая
вершина принадлежит q граням (для каждого паркета типа pq
имеется двойственное разбиение типа qp).

В качестве примера мы приведем обозначения пяти платоновых
тел.
— симплекс α3 типа 33, он самодвойственен;
— куб γ3 типа 43 и двойственный ему октаэдр β3 типа 34;
— икосаэдр Ico типа 35 и двойственный ему додекаэдр Do типа 53.

Все рассматриваемые в этой главе вложимые паркеты, за исклю-
чением гиперсимплексов αn и гипероктаэдров βn (см. Замечание 3.3),
оказываются �1-жесткими и поэтому (в соответствии с результатом
из [Shpe93]) со шкалой 1 или 2 (последнее справедливо только не
для двудольных планарных паркетов). Эти вложения были получены
построением полной системы альтернирующих зон (см. раздел 1.3)

В действительности паркеты— это специальный случай сот, но
мы будем использовать последний термин в особенности в том случае,
когда его ячейка или вершинная фигура есть звездный многогранник.
Таким образом, соты покрывают пространство несколько раз; крат-
ность покрытия называется его плотностью.

Вложения платоновых тел были приведены в [Kell75] и для доде-
каэдра уточнены в [AsDe80]. Затем в [Asso81] показано, что паркеты
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36, 63, и mk (для четных m � 8 и m = ∞) вложимы. Оставшийся
случай нечетных m и предельные случаи m = 2, ∞ были исследованы
в [DeSt96]; все эти результаты сведены вместе в теореме 3.1.

Все четыре звездные многогранника Келлера-Пуансо вложимы.
Большой икосаэдр 3

5

2
Пунсо и большой звездный додекаэдр 5

2
3 Кепле-

ра обладают остовом (и даже более того, поверхностью) икосаэдра
и додекаэдра соответственно; плотность каждого из них равна 7. Все
десять звездных 4-многогранников невложимы.

Среди всех правильных паркетов всех размерностей с компакт-
ными фасетами и вершинными фигурами вложимые паркеты были
указаны в [DeSt96], [DeSt97].

Коксетер (см. [Coxe54]) распространил понятие правильного пар-
кета, допустив бесконечные ячейки и вершинные фигуры, но с группы
симметрии конечного объема. В качестве второго обобщения он допу-
стил соты. В двумерном случае, описанные выше обобщения приводят
лишь к следующим новым сотам: m

2
m и m

m

2
для всех нечетных

m � 7 (они служат гиперболическим аналогом сферического звездно-
го многогранника 5

2
5, это малый звездный додекаэдр Кеплера) и 55

2
(большой додекаэдр Пуансо). Оба они, и 5

2
5 и 5

5

2
обладают остовом

икосаэдра. Для любого нечетного m описанные выше соты трижды
покрывают пространство (2-сферу для m = 5). Остов m

m

2
, очевидно,

такой же, как у 3m, поскольку его можно рассматривать как 3m
с теми же самыми вершинами и ребрами, образующими m-угольники
вместо треугольников. Грани m

2
m— это звездные грани m3, а сам m

2
m

имеет те же самые вершины, что и 3m.

3.2. Планарный случай
Все подслучаи представлены в табл.3.1; обозначения в ней следу-

ющие:

1) Строка указывает фасету (ячейку) паркета (или сот), столбец
указывает ее вершинную фигуру. Для удобства в табл. 3.1, 3.2,
3.3, 3.4 паркеты и соты приведены в своих сокращенных (т. е. без
скобок и запятых) обозначениях Шлэфли.

2) Через α3, β3, γ3, Ico , Do и δ2 мы обозначили правильный тетра-
эдр, октаэдр, куб, икосаэдр, додекаэдр и квадратную решетку Z2.
Число m в 8-й строке и в 8-м столбце табл. 3.1— любое, большее
или равное 7; а в 10-й строке и в 10-м столбце— любое нечетное
число, большее или равное семи.
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Таблица 3.1

Двумерные правильные паркеты и соты

2 3 4 5 6 7 m ∞ m

2

5

2

2 22 23 24 25 26 27 2m 2∞
3 32 α3 β3 Ico 36 37 3m 3∞ 3

5

2

4 42 γ3 δ2 45 46 47 4m 4∞
5 52 Do 54 55 56 57 5m 5∞ 5

5

2

6 62 63 64 65 66 67 6m 6∞
7 72 73 74 75 76 77 7m 7∞
m m2 m3 m4 m5 m6 m7 mm m∞ m

m

2

∞ ∞2 ∞3 ∞4 ∞5 ∞6 ∞7 ∞m ∞∞
m

2

m

2
m

5

2

5

2
3

5

2
5

3) Мы считаем, что 2m—мультиграф с двумя вершинами и m реб-
рами. Двойственный к нему m2 можно рассматривать как m-
угольник; все вершины m∞ лежат на абсолютном коническом
сечении в бесконечности (ее степень бесконечна); грани ∞ графа
∞m вписаны в орициклы.

Теорема 3.1. Все двумерные паркеты mk вложимы, а именно:

(i) если 1

m
+ 1

k
>

1

2
(2-сфера), то

2m → H1 для любого m, m2 → 1

2
Hm для нечетных m и m2 → Hm

2

для четных m;
33 = α3 → 1

2
H3,

1

2
H4; 43 = γ3 → H3; 34 = β3 → 1

2
H4;

35 = Ico (∼ 3
5

2
∼ 5

5

2
∼ 5

2
5) → 1

2
H6 и 53 = Do (∼ 5

2
3) → 1

2
H10;

(ii) если 1

m
+ 1

k
= 1

2
(Евклидова плоскость), то

2∞ → H1, ∞2 → Z1;

44 = δ2 → Z2, 36 → 1

2
Z3, 63 → Z3;

3.2. Планарный случай 49

(iii) если 1

m
+

1

k
<

1

2
(гиперболическая плоскость), то

mk → 1

2
Z∞, если m нечетно, k � ∞,

и mk → Z∞, если m четно или равно ∞, k � ∞.

В следующих двух замечаниях уместно будет привести некоторые
наблюдения о вложениях правильных карт и невыпуклых многогран-
ников, связанных с правильными многогранниками.

Замечание 3.1. (Обозначения и терминологию взяты в [Coxe37],
[Crom97]):

(i) Вложение икосаэдра 35 в 1

2
H6 было упомянуто в [Coxe35] на

с. 450—451, как правильный скошенный икосаэдр. Имеется 5 собствен-
ных фрагментов 35 с правильными гранями: 5-пирамида, 5-антиприз-
ма, парауменьшенный 35, метабиуменьшенный 35, and триуменьшен-
ный 35; 5-пирамида вложима в 1

2
H5, а все остальные— в 1

2
H6.

(ii) Антиподальные отношения (вложимых, согласно тереме 3.1 (i))
куба, икосаэдра, додекаэдра— это правильные карты {4, 3}3, {3, 5}5,
{5, 3}5 на проективной плоскости. Они являются K4, K6, графом
Петерсена и вложимы, соответственно, в 1

2
Hm при m = 4, 6, 6.

(iii) Кроме 44, 36, 63 (вложимых, согласно теореме 3.1 (ii)),
имеется еще ровно три других бесконечных правильных полиэдра—
это правильные скошенные полиэдры {4, 6|4}, {6, 4|4}, {6, 6|3}. Они
являются лабиринтами в 3-пространстве, полученными удалением по-
ловины всех клеток из паркетов 3-пространства, образованных кубами
(Z3), усеченными октаэдрами (паркет Вороного для решетки A∗

3),
правильными тетраэдрами и усеченными тетраэдрами (однородный
паркет Феппля, появляющийся как № 6 в табл. 10.1, 10.2 ниже).
Они, соответственно, вложимы в Z3, вложимы в Z6, не 5-гональны.
Перечислим все конечные правильные скошенные 4-многогранники:
семейство {4, 4|m} самодвойственных квадрильяжей тора (когда он
является произведением двух m-циклов, то он вложим в 1

2
H2m для

нечетных m или в Hm для четных m), три не 5-гональных таких
многогранника {6, 4|3}, {4, 6|3}, {8, 4|3} и еще один, о вложимости
которого пока ничего нельзя сказать— {4, 8|3} (двойственный к по-
следнему из перечисленных).

(iv) Приведем еще примеры других интересных правильных карт.
Это карта Дика, {3, 8}6 (8-валентная карта с 12 вершинами и 32
треугольными гранями), {3, 7}8 (7-валентная карта с 24 вершинами
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Рис. 3.1. Примеры не 5-гональных правильных карт: карта Клейна {3, 7}8

и карта Дика {3, 8}6

и 56 треугольными гранями), а также {4, 5}5 (5-валентная карта с 16
вершинами и 20 четырехугольными гранями). Эти карты (все они
ориентированного рода 3) возникают из гиперболических паркетов 38,
37, 54, соответственно (согласно теореме 3.1 (iii), они вложимы) при
идентификации некоторых вершин единичной ячейки. Эти три карты
и двойственные к ним не 5-гональны. Но, например, 3-валентное
разбиение тора на четыре шестиугольника вложимо: это куб на торе.

Замечание 3.2. (Обозначения и теорминологию взяты в [Coxe73],
[Wenn71] и [Crom97]):

(i) Перечислим все разбиения платоновых тел на фасеты, которые
сами платоновыми телами не являются (см. [Coxe73], с.100). Это четы-
ре звездных полиэдра 5

2
5, 55

2
, 5

2
3, 35

2
и четыре 2α3 (Кеплеров стелла

октапдула), 5γ3, 5α3, 10α3. Остается еще правильный компаунд 5β3,
двойственный к 5γ3. Только в этом замечании, в отличие от теоре-
мы 3.1 (i), мы рассматриваем все видимые «вершины» полиэдров, а не
только те, что принадлежат их оболочкам, то есть (как было сказано
в [GrSh98] на с. 78, 80) «мы наивно интерпретируем диаграммы как
твердые тела с треугольными гранями, забывая о звездчатости и са-
мопересечениях». При этом оказывается, что у 5

2
5, 55

2
, 5

2
3, 35

2
, 2α3,

5β3 те же самые остовы, что у усеченных двойственных к 35, 53, 53,
усеченному 35, γ3, икосидодекаэдру, соответственно. У 5α3 такой же
остов, что и у двойственного плосконосому додекаэдру. Из всех четы-
рех звездных полиэдров, пяти правильных составных многогранников
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и девяти им двойственных, вложимы следующие:
5

2
5 → 1

2
H10, 5

5

2

(
∼ 5

2
3
)
→ 1

2
H26, 3

5

2
→ 1

2
H70, 2α3 → 1

2
H12,

двойственный 5β3(∼ 5γ3) → H15, двойственный 5α3 → 1

2
H15.

(ii) Из восьми звездных форм A − H многогранника 35 (основ-
ная последовательность приведена в [Crom97] на с. 272) вложимыми
являются A = 35, B ∼ 55

2
и G ∼ H ∼ 35

2
. Кроме того, у двой-

ственного к звездной форме De 2f2 многогранника 35 такой же остов,
как у ромбоикосидодекаэдра. Он вложим в 1

2
H16. Звездные формы

De 1 ∼ Fg2 ∼ C = 5α3 и Fg1, De 2f2 вложимыми не являются.
(iii) Рассмотрим многогранники, составленные из двух, двой-

ственных платоновым телам и двойственные им. Из них вложим
2α3 и, кроме того, двойственный к 35 + 53 вложим в 1

2
H28. Среди

всех 53 невыпуклых неправильных однородных полиэдров (№67—119
в [Wenn71])имеется два квазиправильных: додекадодекаэдр и боль-
шой икосидодекаэдр (см. [Coxe73], с. 101 и № 73, 94 в [Wenn71]).
По-прежнему мы рассматриваем все видимые «вершины» и счита-
ем пентаграмму 5

2
пентациклом (то есть 10-сторонним невыпуклым

многоугольником). Тогда оба упомянутых выше полиэдра и двой-
ственные к ним невложимы. Но вот дитригональный додекаэдр (№80
в [Wenn71], родственный №73 там же), например, вложим в 1

2
H20.

Возвращаясь к правильному двумерному случаю, мы закончим
его изучение следующей теоремой.

Теорема 3.2. Для любого нечетного m � 7
(i) m

2
m невложим;

(ii) m
m

2
(∼ 3m) → 1

2
Z∞.

Эта и следующие теоремы доказаны в [DeSt00c]; доказательствам
недостает упорядоченности, но это проистекает от того, что очень
сложно наглядно представить звездчатые соты.

3.3. Звездные соты
Кроме звездных многоугольников, четырех правильных звездных

полиэдров на 2-сфере, которые все вложимы (последние четыре изо-
морфны Ico или Do ) и кроме тех, что рассмотрены в теореме 3.2
выше, имеются ([Coxe54]) еще лишь следующие правильные звездные
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соты: десять правильных звездных многогранников на 3-сфере и чет-
веро звездных сот в гиперболическом 4-пространстве; см. табл.3.1, 3.2,
3.3, 3.4. Здесь мы покажем, что никакие из последних четырнадцати
невложимы. Вначале рассмотрим случай 3-сферы.

Имеется шесть правильных 4-многогранников (два самодвой-
ственных: 4-симплекс α4 и 24-ячейка; а также две пары двойствен-
ных друг другу: 4-кросс-многогранник β4 с 4-кубом γ4 и 600-ячейка
с 120-ячейкой), и кроме того, десять звездных 4-многогранника; см.
гл. 14 в [Coxe73]. Ассуад [Asso81] показал что 24- и 600-ячейки невло-
жимы; в [DeGr97b] это было сделано для 120-ячейки. Ясно, что γ4 и β4

сами являются H4 и 1

2
H4. α4 вложим в 1

2
H5; кроме того, он вложим

например, со шкалой 6 в 10-куб (см. раздел 1.2).
Изоморфизмы между десятью звездными 4-многогранниками, см.

с. 266—267 в [Coxe73], сохраняют все инцидентности и влекут, разу-
меется, изоморфизмы остовов этих многогранников. Перечислим эти
изоморфизмы графов, используя обозначения Шлэфли:

(i) 5

2
53 ∼ 55

2
3;

(ii) 5

2
33 ∼120-ячейка (вспомните изоморфизм между 5

2
3 и 53);

(iii) все оставшиеся семь остовов изоморфны остову 600-ячейки (более
того, у 35

5

2
те же самые грани; вспомните изоморфизм между 3

5

2
и 35).

Итак, восемь звездных многогранников, упомянутых в (ii) и (iii)
выше, невложимы. Остается еще случай (i), он описывается теоремой
3.3. Для доказательства используется 5-гональное неравенство.

Теорема 3.3. Ни один из десяти звездных 4-многогранников
невложим.

Следствие 3.1. Ни одни из четырех звездных сот в гиперболи-
ческом 4-пространстве невложимы.

3.4. Случай размерности d � 3

Таблицы 3.2, 3.3, 3.4 представляют все подслучаи для размерно-
стей 3, 4, 5; для высших размерностей d, d-симплексы αd, d-ортаэдры
βd, d-кубы γd и кубические решетки δd могут быть только правиль-
ными.

В этих таблицах 24-, 600-, 120-ячейки являются правильными
сферическими 4-многогранниками 343, 335, 533 с указанным числом
клеток, а De (D4), Vo (D4)—правильными разбиениями 3343, 3433
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Таблица 3.2

3-мерные правильные паркеты и соты

α3 γ3 β3 Do Ico δ2 63 36 3
5

2

5

2
3 5

5

2

5

2
5

α3 α∗
4 β∗

4 600- 336 33
5

2

β3 24- 344

γ3 γ∗
4 δ3∗ 435∗ 436∗

Ico 353 35
5

2

Do 120- 534 535 536 53
5

2

δ2 443* 444∗

36 363

63 633* 634* 635* 636*

5

2
3

5

2
33

5

2
35

3
5

2
3

5

2
5

5

2
5

5

2
53

5

2
5

5

2

5
5

2
5

5

2
3 5

5

2
5

Таблица 3.3

4-мерные правильные паркеты и соты

α4 γ4 β4 24- 120- 600- δ3 35
5

2

5

2
53 5

5

2
5

α4 α∗
5 β∗

5 3335

β4 De (D4)

γ4 γ∗
5 δ4∗ 4335∗

24- Vo (D4) 3434

600- 335
5

2

120- 5333 5334 5335

δ3 4343∗

5

2
53

5

2
533

35
5

2
35

5

2
5

5
5

2
5 5

5

2
53
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Таблица 3.4

5-мерные правильные паркеты и соты

α5 γ5 β5 Vo (D4) De (D4) δ4

α5 α∗
6 β∗

6

β5 33343

γ5 γ∗
6 δ5∗

De (D4) 33433

Vo (D4) 34333 34334

δ4 43343*

Евклидова 4-пространства. Они являются также разбиениями Де-
лоне, соответственно, Вороного, ассоциированными с (точечной) ре-
шеткой D4. Евклидовы случаи (их три для размерностей 2, 4 и один
для размерностей 3, 5) выделены жирным шрифтом.

Все случаи вложимости в этих таблицах помечены звездочкой ∗.
Теоремы 3.1, 3.2 показывают, что вложимы все правильные дву-

мерные паркеты и звездные соты, кроме m

2
m для всех нечетных

m � 7. В следующей теореме 3.4 рассмотрены все оставшиеся пра-
вильные подслучаи.

Теорема 3.4. Все вложимые правильные паркеты и соты раз-
мерности d � 3 таковы;
(i) либо αd+1, либо βd+1, либо
(ii) все с двудольными остовами:

(ii.1) все с ячейкой γd: γd+1, δd и три гиперболических: 435, 4335,
некомпактный 436;

(ii.2) все четыре с ячейкой δd−1: гиперболические некомпактные
443, 444, 4343, 43343;

(ii.3) все 4 с ячейкой 63: гиперболические некомпактные 633, 634,
635, 636.

Все �1-жесткие правильные паркеты двудольны. Все, за исклю-
чением самих γd+1 и δd, двудольные паркеты вложимы в Z∞.

Замечание 3.3. Все бесконечные семейства правильных парке-
тов вложимы. Фактически, n-угольники n, δn = Zn, γn = Hn, αn, βn

вложимы, и более того, первые три из них �1-жестки. Но о вложимо-
сти остовов αn при n � 4 и βn судить труднее. Этот вопрос подробно
изучен (в терминах соответствующих графов Kn+1 и Kn×2) в гл. 23
и гл. 7.4 [DeLa97] соответственно; см. также раздел 1.2 выше).
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Замечание 3.4. Все невложимые правильные паркеты не 5-го-
нальны. Для двух самых сложных случаев, 120-ячейки и 600-ячей-
ки, это было показано в [DeGr97b] и [Duto02] соответственно. Для
120-ячейки был найден изометрический не 5-гональный 70-вершинный
подграф ее остова. Для 600-ячейки компьютерная проверка выявила
(среди всех 190578024 пятерок вершин) все 93 орбиты 986400 пятерок
(т. е. приблизительно одна из 193), которые нарушают 5-гональное
неравенство. Все, кроме трех, из 93 орбит соответствуют не 5-го-
нальным изометрическим подграфам остова с диаметром 4 или 5.
Но наименьший такой подграф— это 7-вершинный планарный граф
диаметра 3, который получается из K4 добавлением срединных точек
трех ребер его подграфа P3.



Глава 4

Полуправильные полиэдры
и многогранники, родственные
призмам и антипризмам

4.1. Полуправильные полиэдры
Результаты, относящиеся к �1-вложимости полуправильных по-

лиэдров и двойственных им, представлены в табл. 4.1, 4.2 ниже. Мы
получили их прямой проверкой; в качестве примера рассмотрим та-
кую проверку вложимости антипризм.

Напомним, что антипризма APrism n — это полиэдр, 2n вершин
которого лежат на двух параллельных фасетах F и F ′. Пусть i, i′,
1 � i, i′ � n—вершины, лежащие на F и F ′ соответственно. Тогда
ребра антипризмы APrismn — это пары (i, i + 1), (i, i′), (i + 1, i’),
(i′, i′ + 1) (здесь и ниже сложение идет по модулю n).

Давайте опишем, например, вложение APrism n → 1

2
Hn+1. Мы

дадим вложение APrism n → 1

2
Hn+1, сопоставив вершине v следующее

подмножество a(v) набора {1, 2, . . . , n, n + 1} для всех трех возмож-
ных случаев (ниже мы считаем, что 1 � i � n).

1) n = 2k + 1:

a(i) = {i, i + 1, . . . , i + k},
a(i′) = {i, i + 1, . . . , i + k − 1} ∪ {n + 1},

2) n = 4k + 2:

a(i) = {i, i + 1, . . . , i + k},

a(i′) =

{
{n + 1} ∪ (a(i) − {i}), если i нечетно,
{n + 1} ∪ a(i) ∪ {i + k + 1}, если i четно;

3) n = 4k:

a(i)={i, i+1, . . . , i+2k−1},

a(i′)=

⎧⎪⎨
⎪⎩

{n+1}∪(a(i)−{i}) если либо 1� i�2k и i нечетно,
либо 2k< i�4k и i четно,

{n+1}∪a(i)∪{i+k+1} в противном случае.
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Таблица 4.1

Вложения полуправильных полиэдров

полиэдр P face-vector �1-вложимость P J(m, k)? разрезы d

тетраэдр(3.3.3) → 1

2
H3 нет

v

2
1

куб (4.4.4) → H3 J(6, 3)
v

2
3

додекаэдр (5.5.5) → 1

2
H10 нет

v

2
5

кубоктаэдр (3.4.3.4) не 5-гональный 3

икосидодекаэдр (3.5.3.5) не 5-гональный 5

tr(тетраэдр) (3.6.6) не 5-гональный 3

tr(октаэдр) (4.6.6) → H6 J(12, 6)
v

2
6

tr(куб) (3.8.8) не 5-гональный 6

tr(икосаэдр) (5.6.6) не 5-гональный 9

tr(додекаэдр) (3.10.10) не 5-гональный 10

ромбокубооктаэдр (3.4.4.4) → 1

2
H10 J(10, 5)

v

2
5

ромбикосидодекэдр
(3.4.5.4)

→ 1

2
H16 нет

v

2
8

tr(кубоктаэдр) (4.6.8) → H9 J(18, 9)
v

2
9

tr(икосидодекаэдр) (4.6.10) → H15 J(30, 15)
v

2
15

скрученный куб (3.3.3.3.4) → 1

2
H9 нет

v

2
4

скрученный додекаэдр
(3.3.3.3.5) → 1

2
H15 нет

v

2
7

Prism 3 (4.3.4) → 1

2
H5 J(5, 2)

v − 2

2
,

v

2
2

Prism n�5,нечетные (4.n.4) → 1

2
Hn+2 J

(
n + 2,

n + 1

2

) v − 2

2
,

v

2

n + 1

2

Prism n�6,четные (4.n.4) → H n+2
2

J
(
n + 2,

n + 2

2

) v

2

n + 2

2

APrism n�5,нечетные
(3.3.n.3)

→ 1

2
Hn+1 J

(
n + 1,

n + 1

2

) v

2

n + 1

2

APrism n�4,четные (3.3.n.3) → 1

2
Hn+1 нет

v

2

n

2
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Таблица 4.2

Вложения двойственных полуправильных полиэдрам

полиэдр P face-vector �1-вложимость P ∗ J(m, k)? разрезы d

тетраэдр (3.3.3) → 1

2
H4 J(4,1) 1 1

куб (4.4.4) → 1

2
H4 J(4,2)

v

2
2

додекаэдр (5.5.5) → 1

2
H6 нет

v

2
3

кубоктаэдр (3.4.3.4) → H4 J(8,4)
v

2
4

икосидодекаэдр(3.5.3.5) → H6 J(12,6)
v

2
6

tr(тетраэдр) (3.6.6) → 1

2
H7 нет 1,

v

2
2

tr(октаэдр) (4.6.6) не 5-гональный 3

tr(куб) (3.8.8) → 1

2
H12 J(12,6) 1,

v

2
3

tr(икосаэдр) (5.6.6) → 1

2
H10 нет

v

2
5

tr(додекаэдр) (3.10.10) → 1

2
H26 нет 1,

v

2
5

ромбокубоктаэдр (3.4.4.4) не 5-гональный 5

ромбикосаэдр (3.4.5.4) не 5-гональный 8

tr(кубоктаэдр) (4.6.8) не 5-гональный 4

tr(икосидодекаэдр) (4.6.10) не 5-гональный 6

скрученный куб (3.3.3.3.4) не 5-гональный 7

скрученный додекаэдр
(3.3.3.3.5)

не 5-гональный 15

Prism 3 (4.3.4) → 1

2
H4 нет 1,

v − 1

2
2

Prism n�5,нечетные (4.n.4) не 5-гональный 2

Prism n�6,четные (4.n.4) не 5-гональный 2

APrism n�5,нечетные (3.3.n.3) не 5-гональный 3

APrism n�4,нечетные (3.3.n.3) не 5-гональный 3
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Ромбокубоктаэдр, вложенный
в

1

2
H10

Скрученный куб, вложенный
в

1

2
H9

Скрученный ромбикубоктаэдр не 5-гонален

Рис. 4.1. Вложимость ромбикубоктаэдра, скрученного
ромбикубоктаэдра и снаб куба

Замечание 4.1.

(i) «четырнадцатое архимедово тело (скрученный Rcbt ) на рис. 4.1
(единственный новый полиэдр, возникающий, если мы ослабим
вершинную транзитивность до единственности вершинной фигу-
ры) и двойственный ему не 5-гональны.

(ii) [PSC90] дает P → 1

2
Hm для любого 3-многогранника без тре-

угольных граней и без вершин третьей степени. Усеченный икоса-
эдр представляет собой пример 3-многогранника без треугольных
граней (но все его вершины третьей степени), который не 5-гона-
лен.

В таблицах 4.1, 4.2 d = d(Q) и v = v(Q) обозначают соответ-
ственно диаметр и число вершин полиэдра Q, где Q является P ∗

или P ; последний из них — платоново тело или полуправильный по-
лиэдр. Все �1-полиэдры в этих таблицах �1-жесткие, за исключением
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тетраэдра и двойственного к Prism 3. У них обоих есть по два вложе-
ния. Для каждого из двух вложений двойственного к призме Prism 3

все элементы табл. 4.1, 4.2 совпадают, а для двух вложений тетраэд-
ра они различны. Для удобства в табл. 4.1, 4.2 оба вложения этого
самодвойственного полиэдра представлены как вложения тетраэдра
и двойственного ему соответственно.

Два возможных свойства вложений (см. также гл. 14) представ-
лены в столбцах «J(m, k)?» и «разрезы» табл. 4.1, 4.2, в [Duto02]
для них проведена компьютерная проверка. В столбцах «J(m, k)?»
дана информация о изометрической вложимости в граф Джонсона
J(m, k). Другими словами, указано, являются ли у рассматриваемого
вложения в полу-m-куб все адресные множества, соответствующие в
этом вращении вершинам, одной мощности. Оказывается, что m = 2k
для каждого такого �1-полиэдра Q в этих таблицах, который изомет-
рически вкладывается в некоторый J(m, k). Исключениями служат
случаи m = 2k +1 для всех призм с нечетным числом граней, а также
m = 4 для второго вложения (α3 → 1

2
H4) тетраэдра. Более того,

k = d(Q) во всех случаях, исключая двойственный к усеченному кубу.
В столбцах «разрезы» указаны все значения w(S) := min (|S|, v − |S|),
где S — любое подмножество (v-множества V вершин), такое что ко-
эффициент aS в уравнении (1.1) положителен, то есть такое, что в рас-
сматриваемом вложении возникает разрез δ(S). Значения w = 1,

⌊
v

2

⌋
соответствуют одноэлементному разрезу и эквиразрезу δ(S) соответ-
ственно (см. подробности в гл. 14).

4.2. Московский граф, графы глобуса и паутины
Будем называть

Prismm
n := Pm+1 × Cn (m � 1, n � 3)

московским графом, поскольку в вычислительной геометрии его мет-
рика кратчайшего пути называется (или расстоянием Карлсруэ).
Московский граф иногда называют кольцевым графом городских улиц,
а его метрика иногда упоминается под названием . Prism n — это мос-
ковский граф в случае m = 1.

Ясно, что Prismm
n → 1

2
Hn+2m, поскольку Pm+1 → Hm (поэтому

Pm+1 → 1

2
H2m) и Cn → 1

2
Hn. Кроме того, Prismm

2k → Hk+m, так как
C2k → Hk.

Московский граф полиэдральный, поскольку он планарный и
3-связный. Этот полиэдр можно представлять себе как колонку из m
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копий Prism n расположенных последовательно одна на другой так,
что их n-угольные грани совпадают.

Будем называть (Prismm
n )∗ графом глобуса и обозначать его

2-Prismm−1
n (поскольку его можно рассматривать как московский

граф Prismm−1
n , каппингованный на обеих своих n-угольных гранях)

или BPyrm
n (поскольку его можно рассматривать как (m−1)-вытяну-

тую бипирамиду). При m = 1 это обыкновенная BPyr n, а при m = 2—
обыкновенная вытянутая бипирамида.

В дальнейшем мы будем ссылаться на список из 112 полиэдров
с правильными гранями, приведенный в [Berm71]. Номера 34, 35, 36
этого списка — это частные случаи BPyr 2

n при n = 3, 4, 5. Кроме того,
случай n = 2m + 2 рассмотрен на с. 106—107 в [Crom97]; в частности,
сфера Кампануса, известная во времена Возрождения, соответствует
BPyrm

n в случае (n, m) = (12, 5).

Предположение 4.1.

BPyrm
n

⎧⎨
⎩ → 1

2
H2m+2 если n = 3, 4,

не 5-гональна если n � 5.

Теперь рассмотрим граф паутины Pyrm
n , определенный как

BPyrm
n у которого удалена одна каппингованная вершина, други-

ми словами, 1-каппингованный московский граф. При m = 1 это
обыкновенная пирамида. Очевидно, что это остов самодвойственного
полиэдра— (m − 1)-вытянутой пирамиды.

Следствие 4.1.

Pyrm
n

{
→ 1

2
H2m+n−2 если n = 3, 4, 5,

не 5-гональная если m � 2, n � 6.

Другим (отличным от московского графа) обобщением Prism n =
= P2×Cn служит граф Ли

∏t
i=1 Cni ; его метрика кратчайшего пути—

это расстояние Ли (дискретный аналог эллиптического расстояния)

dLee(x, y) =
t∑

i=1

min (|xi − yi|, ni − |xi − yi|),

оно используется в теории кодирования. Напомним, что H4 = C4×C4,
поскольку C4 = H2; любой Cm × Cn при m, n � 3 является графом
4-многогранника.
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Рис. 4.2. Граф Ли C5 × C8 и московский граф Prism 8
9 = P9 × C9

Очевидно, что
t∏

i=1

Cni →
1

2
Hn

(и более того, → Hn/2 если все ni четны), где n =
∑t

i=1 ni.
Имеется также вложение

∏t
i=1 Pni → Hn−t; это сеточный граф

с обыкновенным сеточным расстоянием, то есть �1-расстоянием∑t
i=1 |xi − yi|. И наконец,

t∏
i=1

Kni →
1

2
Hn−t;

это хеммингов граф с расстоянием хемминга |{1 � i � t : xi �= yi}|. На-
пример, у (2m−1)-мерного симплекса, кроме вложения α2m−1 →

1

2
H2m

(и других, с точностью до шкалы изометричных вложениям в гипер-
кубы), есть вложения

α2m−1 → 1

2
(Pm

3 ) → 1

2
Zm → lm1

(взяты все 2m вершин сетки Pm
3 , которые смежны центральной точке)

и изометрическое вложение α2m−1 → K2m в хеммингов граф.

4.3. Звездные k-угольники, куполы
и антипаутины

Будем называть звездным k-угольником (и обозначать его
Stel k) 2k-цикл C{1,1′,2,2′,...,k,k′} с дополнительными ребрами k-цикла
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C{1,2,...,k}. Таким образом, Stel k — это цикл Ck с треугольником на
каждом ребре; кроме того Stel k можно охарактеризовать как APrism k

без ребер k-цикла C{1′,2′,...,k′}. При n = 5, 6, 7, 8— это хорошо извест-
ные символы (Красная Звезда, Звезда Давида, звезда шерифа в США,
мусульманская звезда, соответственно).

Обозначим Sun2k изометрический подграф Stel 2k, полученный
удалением вершин (2i − 1)′, 1 � i � k.

Предположение 4.2. Имеют место следующие вложения:

(i) Stel k → 1

2
H2k,

(ii) Sun 2k → 1

2
H3k.

Купол Cupn — это граф с вершинами i, i′, i′′ (1 � i � n) и ребрами
внутреннего цикла C{1,...,n}, внешнего цикла C{1′,1′′,...,n′,n′′}, а также
путей P{i′,i,i′′} для всех 1 � i � n. Таким образом, Cup n является
остовом полиэдра; при n = 3, 4, 5 это треугольный, квадратный и пя-
тиугольный куполы: в списке 112 полиэдров с правильными гранями
они идут под номерами 23, 24, 25 (см. гл. 6).

Предположение 4.3. Справедливы утверждения:

(i) Cupn → 1

2
H2n, если n � 4,

(ii) Cup 3 и Cup ∗
n, n � 3, не 5-гональны.

Приведем следующее явное вложение Cup n → 1

2
H2n. Возьмем

вложение внутреннего цикла C{1,...,n} → 1

2
Hn. Пусть в этом вложении

вершина i отображается в подмножество a(i) n-множества V. Пусть
a(1) = ∅, а V ∩ {1, 2, . . . , n} = ∅. Тогда отобразим вершины i′ и i′′

в множества a(i) ∪ {i, i + 1} и a(i) ∪ {i + 1, i + 2} соответственно
(сложение идет по модулю n). Заметим, что кратчайший путь между
не смежными вершинами внешнего цикла проходит через внутренний
цикл. Следовательно, нетрудно убедиться, что полученное вложение
изометрично при n � 4. С другой стороны, Cup ∗

n включает K2,3 как
изометрический подграф при n � 3; поэтому он не 5-гонален.

Антипаутина AWn при 1 � k �
⌊

n

2

⌋
, — это граф с вершинами

0, 1, . . . , n−1 и i ∼ i+1, i+2, . . . , i+k (mod n). (Здесь i ∼ j означает,
что вершина i смежна с вершиной j.) Это обыкновенное обобщение
следующих вложимых многогранных графов:

— AW 1
n = Cn → 1

2
Hn (и → Hn/2 если n четно),

— AW 2
n = G(APrism n

2
) → 1

2
H(n+2)/2 если n четно,
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— AW
�n/2�
n = Kn = G(αn−1) →

1

2
Hn,

— AW
n
2
−1

n = Kn
2
×2 = G(βn

2
) → 1

2
H4m (для некоторых m) если n

четно. (Напомним, что G(P )— это остовной граф P .)

В следующем предложении (см. доказательство в [DeGr97a]) гово-
рится, что все остальные антипаутины не являются �1-графами. Легко
проверить, что диаметр AW k

n равен 2, если и только если⌊
n + 2

4

⌋
� k �

⌊
n

2

⌋
− 1.

Предположение 4.4. За исключением описанных выше четы-
рех случаев все AW k

n невложимы. Кроме того,

(i) они не 5-гональны в следующих подслучаях:
(i.1) k = 2, n = 7 или n � 13 и нечетно,
(i.2) n = 4k + 3, k � 3 или n = 4k + 4, k � 4,

(i.3)
⌈

n + 1

4

⌉
� k <

n

2
− 1;

(ii) AW 2
11, AW 3

13 и AW 4
16 не 7-гональны;

(iii) AW 2
9 , AW 3

12 и AW 3
14 гиперметрические, но не-�1.

4.4. Каппингованные антипризмы
и колонки из антипризм

Будем обозначать 1-APrismm (или соответственно, 2-APrismm)
антипризму APrismm, на одной (или, соответственно, на обеих) m-
угольных гранях которой расположена пирамида Pyrm.

Предположение 4.5. О вложимости всех i-APrismAPrism n

(при n � 3 и i = 1, 2) и двойственных им, можно сказать следующее:

(i) i-APrism 3 → 1

2
Hi+4, (i-APrism 3)∗ → 1

2
Hi+6, i-APrism 5 → 1

2
H6,

но i-APrism 4 гиперметрическая, но не-�1;
(ii) 1-APrism 6 → 1

2
H7, 1-APrism 7 → 1

2
H8; (1-APrism 4)∗ → 1

2
H8,

Do = (2-APrism 5)∗ → 1

2
H10;

(iii) (2-APrism 4)∗ = Barrel4 не 7-гональна;
(iv) все остальные не 5-гональны.

Определим индукцией по k следующий 4-валентный полиэдр
APrism k

m. APrism 1
m := APrismm, а APrism k+1

m получается из
APrism k

m вписыванием нового m-угольника в нижнюю из двух ее
противоположных (называется, верхней и нижней) m-угольных гра-
ней таким образом, что все вершины нового m-угольника являются
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a) 1-Prism 6 b) 1-APrism 8

5678 1234

34

24

56
3456

1278
1278

46

28

c) (1-APrism 4)
∗ → 1

2
H8 d) (1-APrism 5)∗

e) 2-APrism 6 f) (2-APrism 6)∗ = Barrel6 = 524

g) Tower23 = β3 + β3 h) двойственный Tower23

Рис. 4.3. Призмы и их родственники
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срединными точками ребер этой m-угольной грани. Двойственная
антипризма APrismm−2

m — это полярный зонотоп Pz(m) → Hm, рас-
смотренный в гл. 14. Можно проверить, что APrism 2

3 → 1

2
H6 и что

APrism 2
m не 5-гональны для всех m � 4.

Определим индукцией по k следующий (4, 6)-валентный поли-
эдр Towerkm. Tower1m := APrismm, а Towerk+1

m получается из Towerkm
добавлением грань-к-грани новой APrismm на одну из двух его про-
тивоположных m-угольных граней. Можно проверить, что Tower2m не
5-гональны при всех m � 3.

Обозначим Barrelkm 3-валентный полиэдр, состоящий из двух про-
тивоположных m-угольных граней, каждая из которых окружена
кольцом из m пятиугольников, и разделенных k − 1 последователь-
ными кольцами из m шестиугольников. Barrel1m — это Barrelm, рас-
смотренный в гл. 13; очевидно, Barrelm = (2-APrismm)∗. Barrelk5 —
это k-слойный додекаэдр из гл. 2. Легко видеть, что (Barrelkm)∗ — это
2-Towerkm; другими словами, это Towerkm с пирамидами Pyrm, поме-
щенными на обеих его противоположных m-угольных гранях.

На рис. 4.3 внизу приведены примеры графов из этой главы.
В конце мы укажем два интересных не 5-гональных графа,

APrism 3
5 и граф Коэстера, изображенных на рис. 6.4 f) и g). Первый

из них — это проекция 5-зацепления Борромео. Любые два из его пя-
ти компонент образуют тривиальное зацепление. Второй замечателен
тем, что его хроматическое число равно четырем, в то время как
любой из его собственных подграфов допускает 3-раскраску; этот
граф может быть превращен в икосидодекаэдр удалением большого
центрального цикла.

Глава 5

Усечение, каппинг и шамферинг

5.1. Усечения правильных разбиений

Запись (F , V ) для правильного разбиения P означает, что его
гранями являются F , а его вершинными фигурами— V. Далее, tr(P ),
gtr (P ) и Ambo (P ) обозначают обыкновенное усечение, (т. е. 1

3
-усе-

чение), золотое (естественное) и усечение в срединной точке (т. е.
1

2
-усечение) P . Каждое ребро P в этих случаях усечено в отношении

a : b = 2, τ =
√

5 + 1

2
и 1, соответственно.

Вначале рассмотрим вложение tr(P ), двойственного к нему (всю-
ду каппингованного P ∗) а также вложение Ambo (P ) для правильных
паркетов размерности два, см. табл. 3.1. Для пяти платоновых тел
все вложения перечислены в табл. 4.1, 4.2. Напомним, что β3 — это
Ambo (α3), кубоктаэдр— это Ambo (β3) = Ambo (γ3), а икосидодека-
эдр— это Ambo (P ) и для икосаэдра и для додекаэдра.

Для трех правильных разбиений P = (rq) евклидовой плоскости
все такие вложения перечислены в табл.9.1, см. №1—6 в ней. На самом
деле

tr(44) = (4.82), tr(36) = (63), tr(63) = (3.122)

и Ambo (44) = (44), Ambo (36) = Ambo (63) = (3.6.3.6).

Остается случай всех правильных разбиений P = (rq) гиперболиче-
ской плоскости. О нем говорится в предложении ниже.

Предположение 5.1.

(i) tr(rq) = (q.2r2); оно не 5-гонально, для q = 3, оно вложимо
в 1

2
Z∞, если q � 5 нечетно и вложимо в Z∞, если q � 4 четно;

(ii) tr(rq)∗ не 5-гонально, если q = 4 и вложимо в 1

2
Z∞ в противном

случае;
(iii) Ambo (rq) = (r.q.r.q); оно не 5-гонально, для r = 3, а q четно, или

если q = 3, а r четно, но оно вложимо в Z∞, если r, q четны и
в 1

2
Z∞ в противном случае.
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Таблица 5.1

Золотые и обычные усечения

размерность 2 3 4 5

P = (F , V ) α2 = (γ1, γ1) β3 = (α2, γ2)
24ячейка =
= (β3, γ3)

Vo (D4) =
(24ячейка, γ4)

tr(P ) tr(α2) = C6 tr(β3) tr(24ячейка) tr(Vo (D4))

грани tr(γ1) = γ1 tr(α2), γ2 tr(β3), γ3 tr(24ячейка), γ4

вложимость в H3 H6 H12 Z12

gtr (P ) gtr (α2) = C3 gtr (β3) = Ico gtr (24ячейка) =
= s(3, 4, 3)

gtr (Vo (D4)) =
= s(3, 4, 3, 3)

грани γ1 α2 Ico , α3 s(3, 4, 3), α4, β4

вложимость в 1

2
H3

1

2
H6

1

2
H12

1

2
Z12

размерность 3 4 5

паркет Vo (A∗
2 =A2)=
= (63)

Vo (A∗
3 = D∗

3) tr(Vo (D∗
4 =D4))

элементы
паркета

tr(α2) tr(β3) tr(24ячейка), γ4

вложимость в Z3 Z6 Z12

Приведем примеры результатов по вложимости для высших раз-
мерностей:

Ambo (αd) = T (d + 1) → 1

2
Hd+1 для d � 2

(выпуклая оболочка всех бинарных последовательностей длины d +1,
в которые входят ровно две единицы), а вот Ambo (βd), Ambo (γd) для
d � 3 и (Ambo (P ))∗ для всех шести правильных 4-многогранников P
не 5-гональны.

В таблице 5.1, мы используем обозначения Коксетера s(3, 4, 3)
и s(3, 4, 3, 3) для снаб 24-ячейки (которая возникает как золотое
усечение 24-ячейки; см. также гл. 7) и для сотов, возникающих как
золотое усечение разбиения Вороного Vo (D4) (см. [Coxe35]).

Вложение s(3, 4, 3, 3) → 1

2
Z12 приведено в [DDS05]. Шпекторов

заметил также, что вложение разбиений gtr(P ). Таблицы 5.1 могут
быть получены из вложений tr(P ) так же как графы gtr(P ) (для
четырех, указанный в табл. 5.1 разбиений) изоморфны двудольным
удвоениям графов tr(P ).
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Таблица 5.2

Все вложимые правильные P = (F = γn, V )

V αn βn Ck�5 Ico 600-ячейка

размерность n � 2 � 2 2 3 4

вложимость в Hn+1 Zn Z∞ Z∞ Z∞

Замечания к табл. 5.1:

(i) в случае размерностей d = 2, 3, 4 имеются вложения

tr(P ) → Hn, gtr (P ) → 1

2
Hn, где n = 3 × 2d−2,

а полиэдры tr(P ), gtr (P ) имеют по n × 22d−2
, n × 22d−2−1 вершин

соответственно;
(ii) Ambo (P ) не 5-гонален, если P = β3, 24-ячейка, Vo (D4);
(iii) tr(P ) является зонотопом, если P = α2, β3, 24-ячейка, Vo (D4),

но для всех остальных правильных d-мерных паркетов при d � 3
tr(P ) не 5-гонален;

(iv) сравните табл.5.1, характеризующую правильные P =(F , V =γn),
с табл. 5.2, характеризующей правильные P = (F = γn, V ).

5.2. Частичные усечения и каппинги
платоновых тел

Будем называть i-усечением и i-каппингом (обыкновенное корот-
кое) усечение при i вершинах многогранника P и, соответственно,
добавление пирамид на i его гранях. Триакис- (тетракис-, пентакис-,
гексакис-) i-каппинг— это i-каппинг только на 3-гранях (4-, 5-, 6-гра-
нях соответственно). Каппинг на всех гранях называется также омпи-
каппингом всюду или стеллация.

Предположение 5.2.

(i) i-усеченный α3 → 1

2
H4+i, 0 � i � 3; 4-усеченный α3 не 5-гонален;

двойственный i-усеченный α3 = i-каппингованный α3 → 1

2
H3+i,

0 � i � 4.
(ii) i-усеченный β3 → 1

2
H4,

1

2
H6, H4, H6 при i = 0, 1, 2 (на двух

противоположных вершинах), 6 (т. е. на всех 6 вершинах), не
7-гонален (когда обе две вершины ребра не усечены); не 5-гонален
в противоположном случае;
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Рис. 5.1. Три дуально вложимых 3n, n = 16, 28, 16

двойственный i-усеченный β3 = i-каппингованный γ3 → 1

2
H6,

если i � 2 или если i = 3 и любые две каппингованные грани γ3 не
противоположны; в противном случае не 5-гонален.

(iii) i-усеченный γ3 → 1

2
H6+i, если i = 0, 1, 2 (расстояние между

двумя усеченными вершинами равно одному или трем), 3 (они
образуют P3), 4 (эти три вершины образуют C4); в противопо-
ложном случае не 5-гонален;
двойственный i-усеченный γ3 = i-каппингованный β3 → 1

2
H4+i

при 0 � i � 8.
(iv) i-каппингованный икосаэдр → 1

2
H6+i при 0 � i � 20;

i-каппингованный додекаэдр → 1

2
H10 при 0 � i � 12.

Замечание 5.1.
(i) Среди перечисленных выше �1-графов единственный не �1-жест-

кий — это α3 → 1

2
H3,

1

2
H4.

(ii) γ3, 4-усеченный при четырех несмежных вершинах, или на че-
тырех вершинах, образующих два противоположных ребра, яв-
ляется Cham (α3) или скрученным Cham (α3) соответственно; они
изображены на рис. 5.1. Остаются еще четыре способа 4-усечь γ3:
когда эти четыре вершины индуцируют один из графов C4, P4,
P3 + K1 и K1,3. Все три способа 3-усечь γ3 соответствуют трем
графам относятся к вершинам на P3, P2+K1 и 3K1, порожденных
усекаемыми вершинами.

Вложения P +Pyr3
Пусть G—плоский граф, вложимый в 1

2
Hm, и пусть F =(a, b, c)—

его фиксированная треугольныя грань. Зафиксируем вложение E

графа G в 1

2
Hm; пусть ta, tb, tc — разрезы (из полного семейства
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выпуклых разрезов, соответствующего фиксированному вложению)
такие, что ta проходит через стороны (a, b) и (a, c), tb проходит через
стороны (b, a) и (b, c), а tc проходит через стороны (c, a) и (c, b)
треугольной грани F = (a, b, c). Мы будем говорить, что вложение E
A-продолжаемо (или B-продолжаемо) до вложения графа G, каппин-
гованного на треугольной грани F , если мы получаем вложение про-
стым пополнением разрезов вложения E, проходящих через F (или,
соответственно, таким пополнением разрезов и добавлением нового
разреза). A- и B-продолжения соответствуют вложениям α3 → 1

2
H3

и α3 → 1

2
H4 для пирамиды α3 на треугольной грани F . Очевидно,

что A-продолжение дает вложение каппингованного G в тот же самый
полукуб 1

2
Hm, в то время как B-продолжение дает вложение в 1

2
Hm+1.

Будем называть a-, b- или c-вторичным каждое ребро G, которое
смежно соответствующей вершине a, b или c грани F , но отлично от
сторон F , смежных этой вершине.

Предположение 5.3.
(i) Фиксированное вложение E графа G одновременно и A-, и B-про-

должаемо до вложения его каппинга на треугольной грани F если
и только если ни один из разрезов ta, tb, tc не проходит ни через
одно из a-, b- или c-вторичных ребер.

(ii) Вложение E A-продолжаемо, если и только если никакой из
разрезов ti (i = a, b, c) не проходит через j-вторичное ребро
(j = a, b, c, но j �= i).

(iii) Вложение E B-продолжаемо, если и только если никакой из
разрезов ti (i = a, b, c) не проходит через i-вторичное ребро.

(iv) В противном случае вложение E не продолжаемо ни до какого
вложения каппинга G на грани F .

Например, единственное вложение Prism 3 → 1

2
H5 одновременно

и A-, и B-продолжаемо до вложений Prism 3 + Pyr 3 → 1

2
H5,

1

2
H6.

Вложения α3 → 1

2
H3, →

1

2
H4 в действительности являются A- и B-

продолжениями единственного вложения C3 → 1

2
H3. Первое из них

допускает только B-продолжение, а второе— только A-продолжение;
оба они дают вложение 1-каппингованного α3 (т. е. двойственного
Prism 3) в 1

2
H4. И наконец, единственное вложение плоской триангу-

ляции
K{1,2,3,4,5,6} − P3142 → 1

2
H5
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не допускает ни A-, ни B-продолжения, если поместить Pyr 3 на его
грань (1, 5, 6) или грань (4, 5, 6); действительно, при этом получается
не 5-гональный граф1).

Каппинг некоторых почти правильных �1-полиэдров
на треугольных и четырехугольных гранях

1. Ясно, что сформулированное выше предложение позволяет су-
дить о вложимости любого триакис i-каппинга �1-полиэдра P .

2. i-каппингованная Pyr 4 →

⎧⎨
⎩

1

2
H4+i,

если каппингована 4-уголь-
ная грань,

1

2
H3+i, в противном случае;

1-усеченная Pyr 4(=двойственная 1-каппингованной Pyr 4) = γ3,
если усечена вершина, или, в противном случае, это №43∗ (и та-
ким образом, она не 5-гональна).

3. i-пополненная Prismm — это Prismm каппингованная на i 4-уголь-
ных гранях, которые, (при m = 4) не являются двумя m-уголь-
ными гранями оснований; i-пополненная

Prismm(m = 3, 4) → 1

2
Hm+2 для i = 0, 1, 2

она �1-невложима для i � 3.
4. Снаб куб → 1

2
H9, но любой его тетракис-i-каппинг не 5-гонален.

5. Ромбикубоктаэдр → 1

2
H10. Единственный 5-гональный его тет-

ракис-i-каппинг (который к тому же вложим в 1

2
H10) является

каппингом не более чем на двух или трех непротивоположных
4-угольных гранях, выбранных среди шести 4-угольных граней,
смежных только с 4-угольными гранями. Следует обратить вни-
мание на аналогию с каппингом γ3 (Утверждение 5.2 (ii)).

6. Всюду тетракис каппингованного усеченного β3 → 1

2
H12.

7. Всюду каппингованный α3 (3∗12(Td)) и всюду каппингованный усе-
ченный α3 (3∗36(Td)) вложимы в 1

2
H7 и 1

2
H11 соответственно, но

всюду каппингованный 336(Td) (3∗108(Td)) и всюду каппингован-
ный усеченный куб �1-невложимы. (Здесь мы используем обозна-
чения 3n, 4n, 5n, введенные в разделе 12.2.)

1)Планарный граф K123456 − P3142 является реберным остовом трех плоских
триангуляций (трех разных триангуляций одного треугольника) или единствен-
ной триангуляции сферы.
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Вложение вытягиваний вдоль простых циклов
Определение таких вытягиваний дано в разделе 1.5. Будем на-

зывать неизометричный простой цикл C в плоском графе G почти

Рис. 5.2. Плоский граф,
вложимый в

1

2
H8 и та-

кой, что отмеченный прос-
той 8-цикл не изометричен,
хотя почти изометричен

изометричным, если для любых двух
вершин a и b на нем таких, что

dC(a, b) > dG(a, b),

справедливо

dC(a, b) = 1 + dG(a, b),

и существуют два геодезических пути
из a в b (т. е. длины dG(a, b)), один из
которых полностью лежит внутри, а дру-
гой полностью снаружи (простого) цик-
ла C. На рис. 5.2 приведен пример плос-
кого графа, вложимого в 1

2
H8 и такого,

что отмеченный простой 8-цикл почти
изометричен (на этом 8-цикле отмечены
две противоположные вершины).

Предположение 5.4. Пусть G—плоский граф, вложимый в
1

2
Hm, а C — его фиксированный простой цикл. Тогда для вытягива-

ния G вдоль C справедливо следующее:

(i) оно вложимо, если и только если C изометричен или почти
изометричен,

(ii) если оно вложимо, то оно вложимо в 1

2
Hm+2. Полное семейство

выпуклых разрезов состоит из всех таких разрезов G (попол-
ненного еще одним, если он пересекает C; и остается или нет
альтернирующим, судя по тому, каким он был в G), к которым
добавлены два противоположных разреза через кольцо 4-угольни-
ков, заменяющее простой цикл C,

(iii) оба простых цикла, на которые распадается C при этом вытя-
гивании вдоль C, изометричны в вытягивании, если C изомет-
ричен в G; они ни изометричны, ни почти изометричны, если C
почти изометричен.

5.3. Шамферинг платоновых тел
Напомним, что Cham (P ) обозначает шамферинг полиэдра P ,

а Cham t(P ) обозначает t-кратную итерацию шамферинга. Cham (P )
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Рис. 5.3. Шамферинг

получается добавлением призм на все грани P и удалением первона-
чальных ребер; см. рис. 5.3, 5.4.

Предположение 5.5. Пусть P — одно из пяти платоновых тел
и t � 1. Тогда Cham t(P ) или двойственный ему являются �1-графами
только в следующих случаях:

(i) (Cham (α3))∗ → 1

2
H8,

(ii) Cham (γ3) → H7 (зоноэдр, порожденный e1, e2, e3, e1±e2, e1±e3;
это двойственный тетракис-кубоктаэдр),

(iii) Cham (Do ) → 1

2
H22 (двойственный пентакис-икосидодекаэдр; см.

рис.2.4).

Рис. 5.4. Шамферинг GC2,0(G0), когда G0 — тетраэдр, куб и додекаэдр
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Замечание 5.2.
(i) Cham (P )— это частично усеченный зоноэдр в следующих случаях:

— Cham (α3), т. е. куб, усеченный при четырех несмежных верши-
нах,

— Cham (β3), Cham (γ3)— это ромбические додекаэдры, усечен-
ные при всех 3-валентных и, соответственно, при всех 4-валент-
ных вершинах,

— Cham (Ico ), Cham (Do )— это триаконтаэдры, усеченные при
всех 3-валентных и, соответственно, при всех 5-валентных вер-
шинах.

(ii) Более того, Cham t(α3) (t = 1, 2), Cham t(β3) (t = 1, 2),
Cham t(γ3) (t�2), Cham 2(Ico ), (Cham t(β3))∗ (t�1), (Cham (γ3))∗,
(Cham (Ico))∗, (Cham (Do ))∗ не 5-гональны. (Пример доказатель-
ства: Cham (P ) не 5-гонален, если полиэдр P содержит индуци-
рованный K4 − e, поскольку в таком случае Cham (P ) содержит
изометрический не 5-гональный 11-вершинный граф, состоящий
из цикла C10 с новой точкой, смежной только с точками 1, 5, 6
цикла C10.)

(iii) Cham (Prism 6), Cham (RbDo ) не 5-гональны.

Итерированные шамферинги и двойственные им используются
при сжатии изображений; например, (Cham t(γ3))∗ возникает там
как (t + 1)-я аппроксимация некоторого фрактального распределения
на β3.

Двойственные t-шамферингованным тетраэдру, кубу и додекаэд-
ру (см. примеры на рис. 5.5) используются для триангуляции, рас-
сматриваемые как метод разбиения (геометрической области на по-
лиэдральные элементы), в геометрическом компьютерном дизайне,
в графической визуализации, объемном моделировании и в конеч-
ноэлементном анализе. В частности, они используются для изуче-
ния сферических вейвлетов, приводящих к эффективным алгоритмам
в компьютерной графике.

Понятие шамферинга может быть распространено на неполиэд-
ральные графы. Например, призму Prismm можно рассматривать как
шамферинг цикла Cm. С другой стороны, это понятие может быть
естественным образом распространено на простой n-многогранник P .
Обозначим �Cham (P ) двойственный выпуклой оболочке всех вершин
P ∗ и срединных точек всех ребер P ∗. В качестве обобщения сформу-
лированного выше предложения получаем

( �Cham (αn))∗ → 1

2
H2n+2.
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Рис. 5.5. Двойственный 4-шамферингованному кубу 4∗
2048(Oh) и двойствен-

ный 4-шамферингованному додекаэдру 5∗
5120(Ih)

Заметим, что

αn → 1

2
Hn+1, Ambo (αn) → 1

2
Hn+1

и ( �Cham (αn))∗ = conv(V (αn) ∪ V (Ambo (αn))).

(Напомним, что V (P ) означает множество вершин P ). Cham (P )— это
(2, 0)-липфрог в терминах [Sah94]. Двойственный к (3, 0)-липфрогу
соответствует размещению каппингованных антипризм на всех гра-
нях P и заменой каждого из первоначальных ребер антипризмы (рас-
сматриваемого как диагональ четырехугольника) второй диагональю.

Глава 6

92 правильных полиэдра
(не полуправильные)

Теперь мы покажем, что ровно 36 из 92 правильных многогран-
ников вложимы.

Эти полиэдры были найдены в [John66] и [Zalg69]. Мы исполь-
зуем названия и номера правильных полиэдров (не полуправильных)
из [Berm71], где они даны под номерами №21—112 из списка всех 112
полиэдров с правильными гранями; в [Zalg69] они идут под номерами
1—92. В обеих статьях они даны в виде подходящих комбинаций 28
базовых полиэдров M1 − M28. В [KoSu92] можно найти координаты
и прекрасные изображения этих полиэдров.

28 базовых полиэдров с правильными гранями включают:
— правильные M1, M15; пирамиды M2, M3; куполы M4 − M6;

девять архимедовых полиэдров Mi при i ∈ {10−12, 16−19, 26, 27}
(это все архимедовы полиэдры без двух квазиправильных и без
усечений этих последних двух квазиправильных полиэдров);

— M13, M14 (это триуменьшенный, парауменьшенный RIDo , где мы
используем обозначение ромбоикосидодекаэдра RIDo ); M7 (это
триуменьшенный Ico ); пятиугольная ротунда M9;

— и еще восемь других, их сложные названия отражают их крайнее
своеобразие (M25 называется либо снаб дисфеноид, либо додекаэдр
сиамеза).

Остаются еще четыре архимедовых полиэдра из табл. 4.1, 4.2, мы
опишем их в терминах этих комбинаций:

кубоктаэдр Cbt = Cup 3 + Cup 3,
икосидодекаэдр = M9 + M9,
RIDo = M14 + 2Cup 5,
ромбокубоктаэдр Rcbt = Cup 4 + Prism 8 + Cup 4.

(Сумма P + P обозначает объединение двух копий P по их грани с
нечетным числом вершин; причем одна из копий повернута по отно-
шению к другой.)

Лемма 6.1. Справедливы утверждения:
(i) Mn не 5-гональны при n = 4, 8, 10—13, 19—21, 23—25,
(ii) M28(= №105, снаб APrism 4) не 7-гонален,
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Рис. 6.1. Все вложимые базисные правильногранные полиэдры
Mi, 1 � i � 28
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Рис. 6.2. Все не гиперметрические базовые правильные полиэд-
ры Mi, 1 � i � 28



80 Глава 6. 92 правильных полиэдраи

(iii) M22(= №106, сфенокорона) является гиперметрическим, но не �1,
(iv) оставшиеся 14 полиэдров Mn обладают �1-остовами (см. рис.6.1),
(v) M∗

n обладает �1-остовом при n = 1—3, 10—12, 15, 16, 19, 23, 25,
и они не 5-гональны для остальных 17 полиэдров Mn.

Лемма 6.2. Остовы следующих пяти полиэдров являются ги-
перметрическими, но не �1 (три из них изображены на рис.15.4):

— №30 = APrism 4 + Pyr 4 (жировытянутая Pyr 4 = 1-APrism 4),
— №37 = Pyr 4 + APrism 4 + Pyr 4 (жировытянутая BPyr 4 =

= 2-APrism 4),
— №71 = Prism 3 + 3Pyr4 (трипополненная Prism 3),
— №106 = M22 (сфенокорона),
— №107 = M22 + Pyr4 (пополненная сфенокорона).

Предположение 6.1. Кроме не 7-гональных №105 и описанных
выше пяти �1-невложимых гиперметрических (№30, 37, 71, 106, 107)
остаются еще 86 правильных полиэдров. Они включают 50 не 5-го-
нальных и 36, обладающих �1-вложимыми остовами: №21, 22, 24—29,
31, 32, 34, 39—41, 44, 48, 69, 70, 72—76, 78—84, 92—95, 100.

Следствие 6.1. Об �1-статусе восьми выпуклых дельтаэдров
можно утверждать следующее:

(i) α3 → 1

2
H3, №32 = BPyr 3 → 1

2
H5, β3 → 1

2
H4, икосаэдр → 1

2
H6,

(ii) №33 = BPyr 5 и №104 = M25 (снаб дисфеноид) не 5-гональны,
(iii) №37, 71 гиперметричны и �1-невложимы.
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Квадратная ортобикупола
№48 = Cup 4 +Cup 4 → 1

2
H8

Квадратная гиробикупола
№49 = Cup 4 + Cup 4, не 5-гональный

Рис. 6.3. Две бикуполы
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a) Триангулированная
гебесфеноротонда M20,

b) Билунабиротонда M8,

c) M28, плосконоская APrism 4, d) Barrel4,

e) Двойственный
трипополненной призме Prism 3,

f) Двойственный ромбоикосаэдру
Pz(5)∗ = APrism 3

5,

g) Граф Кёстера, h) 4-многогранник Pyr (икосаэдр)

Рис. 6.4. Примеры не гиперметрических многогранников
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a) M∗
7 , двойственный

триуменьшаемый икосаэдр
b) M∗

21, двойственная
эбесфена-корона

c) M∗
22, двойственный
сфенокороне

d) M∗
28, двойственный снаб

APrism 4
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35606890
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2347 2478

3467
1259
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7890

1234

4780

34

e) Двойственный снаб

дисфеноиду M∗
25 → 1

2
H8

f) Двойственный плосконосому

сфеномегакороне M∗
23 → 1

2
H10

Рис. 6.5. Некоторые двойственные базовым полиэдрам Mi
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Заметим, что все пять двойственных усеченному P , где P — пла-
тоново тело, симплициальны и обладают �1-остовами. Они вкладыва-
ются в 1

2
Hn при n = 7, 6, 12, 10, 16, если P = α3, β3, γ3, Ico , Do соот-

ветственно. Среди других симплициальных каталановых полиэдров,
а именно Prism ∗

n и двойственных усеченным Q (где Q—кубоктаэдр
или икосидодекаэдр), только Prism ∗

n (n = 3, 4) 5-гональны; среди
оставшихся девяти каталановых полиэдров (включая APrism ∗

n, n � 4)
только двойственные Q 5-гональны.

Замечание 6.1. Двойственные правильные полиэдрам с
правильными гранями.

Примерами не 5-гональных полиэдров служат двойственные
№23—25 (куполы M4—M6), №46 (жиробифастигиум); №26, 83, 100,
103, 105, 109—112, которые являются Mi при i = 9, 7, 14, 13, 28, 21, 24,
8, 20 соответственно.

Примерами �1-графов двойственных �1-графам служат двойст-
венные №21—22, 27—29, 32—35 и не двойственные 5-гональным №36,
104 (=M25), 108 (=M23). А именно, M∗

23 → 1

2
H10, M∗

25 → 1

2
H8. Кста-

ти, M∗
25 ([Well84], с. 75) вместе с 17-эдром заполняет 3-пространство.

Двойственные к №34—36— это Prism 2
n для n = 3, 4, 5.

Кроме того, двойственные к �1-невложимым, но гиперметриче-
ским, №30, 37 первый вложим в 1

2
H8, а второй не 7-гонален, в то

время как двойственные к №71, 106 (=M22), 107 не 5-гональны.
Приведем еще примеры пар (P , P ∗) двойственных многогранни-

ков, оба из которых обладают �1-остовами:

— (αn, αn), (βn, γn), (Pyrm
n , Pyrm

n ) при n ∈ {3, 4, 5}, (Ico , Do ),
— (i-каппингованный α3, двойственный ему) при i �= 4,
— (i-каппингованный β3, двойственный ему) при i � 2,
— (Prismm

n , BPyrm
n ) при n ∈ {3, 4}.



Глава 7

Полупроводниковые и правильные
n-многогранники

Напомним, что правильный n-многогранник— это такой много-
гранник, у которого фасеты и вершинные фигуры (выпуклые оболоч-
ки всех срединных точек ребер, проходящих через данную вершину)
правильные.

Правильногранный n-многогранник с правильными гранями— это
такой многогранник, у которого правильные только фасеты. Полу-
правильный n-многогранник— это правильногранный n-многогранник
с эквивалентными вершинами (т. е. группа симметрий этого много-
гранника транзитивна на вершинах). Он квазиправильный, если кроме
того, эта группа транзитивна на ребрах. Все правильные многогран-
ники с правильными гранями известны.

7.1. Полуправильные (но не правильные)
n-многогранники

Они входят в следующий список, открытый Госсетом в 1897 го-
ду (см., например, [BlBl91]; мы будем использовать обозначения
из [Coxe73]).

В размерности 4: 021 = Ambo (α4) с остовом G(021) = T (5) → 1

2
H5,

снаб 24-ячейка s(3, 4, 3) → 1

2
H12 и октикосаэдриче-

ский многогранник (не 5-гональный).
В размерности 5: 121 с остовом G(121) = 1

2
H5.

В размерности 6: 221 с гиперметрическим, но �1-невложимым осто-
вом.

В размерности 7: 321 с гиперметрическим, но �1-невложимым осто-
вом.

В размерности 8: 421, остов которого— это корневой граф всех 240
корней системы корней E8. (Это не �1-граф, по-
скольку он содержит остов 221 в качестве индуциро-
ванного подграфа диаметра два, а значит, изомет-
рического подграфа.)

7.2. Правильные n-многогранники (но не полуправильные) 85

Итак, кроме последовательностей n21 многогранников размерно-
сти (n + 4) при n = 0, 1, 2, 3, 4, имеются еще два исключительных
многогранника, оба они 4-мерны: s(3, 4, 3) и еще один невложимый,
у которого есть 120 икосоэдральных и 600 октаэдральных фасет (ок-
тикосоэдральный многогранник). G(021)— это граф Джонсона J(5, 2),
а G(121) = 1

2
H5; оставшиеся три невложимы. 221 и 321 — это много-

гранники Делоне решеток E6 и E7; они гиперметричны.
s(3, 4, 3) возникает как выпуклая оболочка 96 точек, делящих все

96 ребер 24-ячейки в одном и том же отношении τ : 1, где τ =
1 +

√
5

2
обозначает золотое отношение. Икосаэдр возникает таким же обра-
зом из октаэдра. Все перестановки (±τ , ±τ , 0, 0) дают все вершины
24-ячейки; все четные перестановки (±τ , ±1, ± 1

τ
, 0) дают вершины

s(3, 4, 3). У s(3, 4, 3) есть 120 тетраэдральных и 24 икосаэдральных
фасет. Применив операцию каппинга (т. е. поместив пирамиду) к каж-
дой икосаэдральной ячейке, мы получим правильную 600-ячейку, ко-
торая невложима, поскольку G(Pyr (Ico ))—не 7-гональный изомет-
ричный подграф графа G(600-ячейка) (на самом деле, G(600-ячейка)
также не 5-гонален).

7.2. Правильные n-многогранники
(но не полуправильные)

Рассматривая список таких многогранников, приведенный в
[BlBl91], мы получаем: G(Pyr (βn−1)) = K1,2,...,2 — изометричный под-
граф Kn×2, а G(BPyr (αn−1)) = Kn+2 − e = K2,1,...,1 —изометричный
подграф K(n+1)×2.

Итак, оба эти графа являются �1-графами. Кроме того, для сле-
дующих двух 4-многогранников справедливо:

— Pyr (Ico ) не 7-гонален, BPyr (Ico ) не 5-гонален (его остов содер-
жит K5—P2—P3);

— Объединение 021 и Pyr (β3) (где β3 —фасета 021) →
1

2
H5;

— и наконец, любой 4-многогранник, получающийся из 600-ячейки
путем специальных сечений вершин, за исключением снаб 24-ячей-
ки, невложим.

7.3. Архимедовы 4-многогранники
Однородным разбиениям 3-пространства родственны конечные

аналоги— архимедовы 4-многогранники. Это многогранники, имею-
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щие транзитивную на вершинах группу симметрии, а их ячейки — пла-
тоновы или архимедовы многогранники, а также правильные призмы
или антипризмы. Поэтому они представляют собой далекое обобщение
полуправильных 4-многогранников. Все они перечислены в [Conw67]:

1) 44 многогранника (отличных от призмы с основаниями на γ3),
полученных с помощью конструкции калейдоскопа Витхоффа из
4-мерных неприводимых (точечных) групп отражений;

2) 17 призм над платоновыми (отличных от γ3) и архимедовыми
телами;

3) призмы над APrism n при всех n > 3;
4) дважды бесконечное множество многогранников, которые явля-

ются прямыми произведениями двух правильных многоугольни-
ков (если один из многоугольников— квадрат, тогда мы получаем
призмы над 3-мерными призмами);

5) снаб 24-ячейка;
6) новый многогранник, называемый большой антипризмой, у кото-

рого 100 вершин (все из 600-ячейки), 300 клеток α3 и 20 клеток
APrism 5 (эти антипризмы образуют две сцепленных трубки).

Многогранники, полученные конструкцией Витхоффа из п.1) вы-
ше, иногда обозначаются P (V ), где P есть правильный 4-мерный
многограник, а V � {0, 1, 2, 3, 4}. В таблице 2 [DDS04] приведены
все такие вложимые многогранники, а именно:

α4({0, 1, 2, 3, 4}) → H10; α4({1, 4}) = O21 = J(5, 2);

β4({0, 1, 2, 3}) → H16; β4({0, 3, 4}) → 1

2
H12;

24-ячейка({0, 1, 2, 3}) → H20; β4({0, 1, 2}) → H12;
600-ячейка({0, 1, 2, 3}) → H60; (α4({0, 3})∗) → H5;

Используя факт, что прямое произведение двух графов �1-вло-
жимо если и только если вложим каждый из них, и характеризацию
вложимых архимедовых полиэдров из [DeSt96] (см. табл. 4.1, 4.2 вы-
ше), мы можем решить вопрос о вложимости для случаев 2)–4). Итак,
снаб 24-ячейка вложима в 1

2
H12 (см. ниже), а Большая Антипризма

(как и сама 600-ячейка) не удовлетворяет 7-гональному неравенству,
которое представляет необходимое условие вложимости. Отсюда вы-
текает такое следствие.

Следствие 7.1. Кроме не 7-гональной Большой Антипризмы,
шести не 5-гональных призм (над усеченным α3, усеченным γ3, куб-
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октаэдром, усеченным икосаэдром, усеченным додекаэдром и икосидо-
декаэдром) и перечисленных в случае (1)(см. выше), все архимедовы
4-многогранники вложимы.

7.4. Вложимость снаб 24-ячейки
Снаб 24-ячейку ввел Госсет в 1897 году. У нее 96 вершин, 288+144

ребер на двух орбитах, 96+96+288 треугольных граней в трех орбитах
и три орбиты ячеек: 24 + 96 тетраэдров и 24 икосаэдра. Ребра одной
орбиты окружены одним тетраэдром и двумя икосаэдрами, другой—
тремя тетраэдрами и одним икосаэдром. Вершинная фигура (и ло-
кальный граф остова) снаб 24-ячейки является триуменьшаемым ико-
саэдром (тело с правильными гранями M7 = №83 из списка [Berm71]);
она вложима в 1

2
H6.

Мы приведем вложение снаб 24-ячейки в 1

2
H12 как 48 вектор-

столбцов, представляющих некоторые 48 вершин из 96. Оставшиеся
48 столбцов получаются прибавление по модулю 2 к каждому из этих
48 столбцов вектора, состоящего из единиц.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1



Глава 8

Полициклы и другие графы, имеющие
химические приложения

8.1. (r, q)-полициклы
Напомним, что граф G называется k-связным (вершинно), если

удаление любых k−1 вершин из G не нарушает его связности. Обхват
графа G— это длина наибольшего изометрического цикла G.

Полицикл или, более точно, (r, q)-полицикл— это простой планар-
ный 2-связный (вершинно) конечный или счетный локально конечный
граф G с обхватом r и наибольшей степенью вершин q, что допускает
его реализацию на плоскости такую, что:
(i) степень всех внутренних вершин равна q,
(ii) все внутренние грани являются (комбинаторно) r-угольниками.

В [DeSt02d] показано, что из (i) и (ii) следует
(iii) все вершины, ребра и внутренние грани образуют клеточный

комплекс (т. е. пересечение любых двух граней — ребро, вершина
или ∅).
При этом из (i), (iii) не следует (ii), точно так же, как из (ii), (iii)

не следует (i).
Ясно, что полицикл является остовом 3-многогранника если и

только если его плоская реализация 3-связна, т. е. степень каждой
граничной вершины не меньше трех и у каждой внутренней грани
есть хотя бы одно граничное ребро.

Главным примером (r, q)-полицикла служит остов (rq), т. е. q-ва-
лентного разбиения сферы S2, , евклидовой плоскости R2 или гипер-
болической плоскости H2 на правильные r-угольники. При (r, q) =
= (3, 3), (4, 3), (3, 4), (5, 3), (3, 5) мы получаем соответственно пла-
тоновы тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр на S2, но с ис-
ключенной внешней гранью; при (r, q) = (6, 3), (3, 6), (4, 4)— это пра-
вильные паркеты 63, 36, 44 плоскости R2; все остальные (rq)— это
правильные разбиения H2.

Назовем полицикл собственным если он является (остовом) пра-
вильного разбиения (rq). Назовем собственный (r, q)-полицикл инду-
цированным (более того, изометрическим) если он— индуцированный
(более того, изометрический) подграф (rq).
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Рис. 8.1. Запрещенные индуцированные подграфы,
для вложимых (5, 3)-полициклов

(rq) вложим 1

2
H3, H3,

1

2
H4,

1

2
H10,

1

2
H6; Z3,

1

2
Z3, Z2 и 1

2
Z∞ (или,

более того, в Z∞) при (r, q) = (3, 3), (4, 3), (3, 4), (5, 3), (3, 5); (6, 3),
(3, 6), (4, 4) и max(r, q) � 7 (или при четном r), соответственно. Итак,
любой изометрический полицикл вложим.

Назовем вершинно-расщепленным (34) такой (3, 4)-полицикл, ко-
торый возникает из (34) следующим образом. Пусть ∇C{a,b,c,d} —
(индуцированное в (34)) 4-колесо с отмеченной вершиной x; заменим
ребра (x, a), (x, b) полицикла (34) ребрами (x′, a), (x′, b), где x′ —
новая вершина. Эта конструкция изображена справа на рис. 13.3.
Аналогично определяется вершинно-расщепленный (35). Примерами
невложимых полициклов служат: (43) − e, (34) − e, (53) − e, (35) − e,
вершинно-расщепленный (34), вершинно-расщепленный (35) и четы-
ре полицикла, изображенные на рис. 8.1 и 8.2. Среди этих десяти
полициклов только вершинно-расщепленные (34) и (35) не являются
собственными; а среди восьми собственных только те, что изображены
справа на рис. 8.1 и 8.2 — индуцированные.

Теорема 8.1 [DeSt01], [DeSt02b], [DeSt02c].

(i) При (r, q) �= (5, 3), (3, 5), есть ровно три невложимых полицик-
ла: (43) − e, (34) − e и вершинно-расщепленный (34),

(ii) за исключением самого (53), любой (5, 3)-полицикл вложим, ес-
ли и только если он не содержит в качестве индуцированного
подграфа ни одного из двух собственных полициклов с p5 = 6,
изображенных на рис.8.1.

(iii) за исключением (35) и (35) − v, любой (3, 5)-полицикл вложим,
если и только если он не содержит в качестве индуцированного
подграфа ни одного из двух собственных 10-вершинных полицик-
лов, изображенных на рис.8.2.

Перечислим вложимые среди всех 39 собственных (5, 3)-полицик-
лов: (53), три, у которых p5 = 7 (см. рис.8.3), девять, у которых p5 = 6
(все кроме двух на рис. 8.1) и все 14, у которых p5 � 5.
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Рис. 8.2. Запрещенные индуцированные подграфы,
для вложимых (3, 5)-полициклов

Рис. 8.3. Вложимые (5, 3)-полициклы, у которых p5 = 7

Любой внешнепланарный полицикл вложим, так же как и любой
связный внешнепланарный граф.

Шкала λ вложимых (r, q)-полициклов равна 1, если r четно, и 2
в противном случае. Рассмотрим любой конечный вложимый поли-
цикл, периметр которого равен p, и у которого z замкнутых зон про-
тивоположных (альтернирующих левых и правых противоположных,
если r нечетно) неграничных ребер. Тогда (см. Введение) он вложим в
H p

2
+z, если r четно (отсюда следует, что и p тоже четно), и он вложим

со шкалой два в Hp+z , если r нечетно.
Имеется континуум (6, 3)-полициклов, которые вложимы толь-

ко в Z∞. Пометим шесть последовательных ребер шестиугольника
числами 1, 2,. . . , 6. Тогда у противоположных ребер будет разная
четность. Назовем ребра с нечетными метками нечетными. Теперь
рассмотрим полицикл, который является нечетным деревом T ше-
стиугольников. В нечетном дереве шестиугольники смежны только по
нечетным ребрам и ни одного цикла из шестиугольников нет. Напри-
мер, бесконечная цепь — это нечетное дерево T0, в котором каждый
шестиугольник hi, −∞ < i < ∞, смежен ровно с двумя другими
шестиугольниками hi−1 и hi+1. Пусть (pi, qi)—метки ребер таких,
по которым hi смежен с hi−1 и hi+1. Мы получаем бесконечную
последовательность {(pi, qi) : − ∞ < i < ∞}, pi, qi ∈ {1, 3, 5}, соот-
ветствующую T0. Очевидно, что это семейство последовательностей
содержит континуум . Заметим, что каждый шестиугольник из T0

содержит свободное нечетное ребро. Поэтому мы можем соединить T0

по свободному нечетному ребру с конечной или бесконечной ветвью.
Итак, мы получаем континуум бесконечных нечетных деревьев с ко-
нечными или бесконечными ветвями.
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Назовем (r, q)-горафом конечный плоский граф, у которого все
внутренние грани имеют не меньше r вершин все внутренние вер-
шины имеют степень не меньше q. Любой (r, q) граф, у которого
(r, q) = (4, 4) или (r, q) = (3, 6), (6, 9) вложим в полукуб. (Первое
доказано в [PSC90], а второе в [CDV06])

8.2. Квази-(r, 3)-полициклы
В [DeSt00b] была рассмотрена вложимость квази-(r, 3)-полицик-

лов, т. е. (r, 3)-полициклов, на которые не накладывается условие (ii):
допускается некоторое число внутренних r′-угольных граней при
r′ �= r. Пусть P — такая плоская реализация графа и пусть pint обо-
значает последовательность (p3, p4, . . . ), где pi — число i-угольников
среди внутренних граней P . Такие графы, особенно те, для которых
pint = (p6), (p4 = 1, p6), (p5 = 1, p6), (p4 = 2, p6), (p5 = 2, p6),
представляют интерес для органической химии (а именно, как по-
лициклические ароматические гидрокарбонаты). Такие соединения,
как бензол, бифенил, флуорантен, терфенил, индацен соответствуют
p6 = 2, 2, 3, 1, 1, в пяти описанных случаях. На рис. 8.4 представле-
ны (в терминах атомов углерода C и водорода H , соответствующих
вообще всем и всем 2-валентным вершинам): бензол C6H6, нафталин
C10H8, азулен C10H8, индецен C12H8, терфенилоид C9H5, флуорантен
C16H10, пентален C8H6, бифенилин C12H8 соответственно.

Вложимость таких графов полезна для вычисления некоторых
индексов, связанных с расстояниями в этих графах, а также для
целей номенклатуры. Теорема 8.2 ниже описывает вложимость мно-

бензол C6H6,
нафталин

C10H8,
азулен C10H8

индацен C12H8,

терфенилоид
C9H5,

флуорантен
C16H10,

пентален
C8H6,

бифенилин C12H8

Рис. 8.4. Некоторые малые квази-(r, 3)-полициклы
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a b

Рис. 8.5. Запрещенные изометрические подграфы при
pint = (p3 � 2, p6) и при pint = (p4 = 1, p6)

гих квази-(r, 3)-полициклов в терминах запрещенных изометриче-
ских подграфов; в случаях (iv) и (v) этой теоремы множество таких
запрещенных графов бесконечно. Примером графа из теоремы 8.2 (i)
служит коранулен C20H10, состоящий из пятиугольника, окруженного
пятью шестиугольниками. Он вкладывается в 1

2
H15.

Теорема 8.2 (DS5). Квази-(r, 3)-полицикл P вложим

(i) при p3 = p4 = 0, p5 � 1: всегда,
(ii) при pint = (p3 � 2, p6): если и только если у каждого тре-

угольника имеется вершина степени 2 (т. е. P не включает
графа, изображенного на рис. 8.5 a) в качестве изометрического
подграфа),

(iii) при pint = (p4 = 1, p6): если и только если P не включает
графа, изображенного на рис. 8.5 b) в качестве изометрического
подграфа,

(iv) при pint = (p4 = 2, p6): только если P не включает графов Gs,t

(изображенных на рис.8.6a), b) при (s, t) = (3, 2), (1, 1)), или Gu

(изображенного на рис.8.6 c) при u = 4, 1), или изображенного на
рис.8.6 d) в качестве изометрического подграфа,

(v) при pint = (p5 = 2, p6): только если P не включает графов Fs,t

(изображенных на рис.8.7 a), b) при (s, t) = (3, 2), (1, 1)) или Fu

(изображенного на рис.8.7 c) при u = 3) в качестве изометриче-
ского подграфа.

a dcb

Рис. 8.6. Некоторые запрещенные изометрические подграфы
при pint = (p4 = 2, p6)
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ca
b

Рис. 8.7. Некоторые запрещенные изометрические подграфы
при pint = (p5 = 2, p6)

Заметим, что вложимый граф на рис. 2.1 (см. гл. 2) содержит за-
прещенный граф F1,1, изображенный на рис. 8.7 b), но он не является
изометрическим подграфом.

Теорема 8.3 (Desh05a). Единственными вложимыми 3-ва-
лентными разбиениями тора на 6-угольники являются Prism 2m,
m � 2 (два разбиения при m = 2). Все 3-валентных разбиения
бутылки Клейна на 6-угольники не вложимы.

8.3. Координационные полиэдры
и металлополиэдры

Согласно Уэллсу [Well84], химическая кристаллическая структу-
ра обычно описывается координационным полиэдром (т. е. выпуклой
оболочкой анионов, образующих группу ближайших соседей каждого
металлического иона) или доменами атома (т. е. полиэдрами Воро-
ного).

Координационные полиэдры— упорядоченные наборы ближай-
ших соседей в кристаллах, молекулах и ионах. Более точно, как опре-
деляют Франк и Каспер в химии, координационных полиэдр— это вы-
пуклая оболочка зеркальных отображений центра области Вороного-
Дирихле в каждой из ее граней. Заметим, что координационный
полиэдр, вообще говоря, не двойственен области Вороного и отли-
чен от контактного многогранника сферической упаковки. Например,
в то время, как полиэдр Вороного точки bcc-решетки (т. е. объемно-
центрированной кубической решетки A∗

3) — усеченный октаэдр, его
координационный полиэдр— это ромбический додекаэдр.

В дополнение к некоторым часто встречающимся координацион-
ным полиэдрам, �1-статус некоторых металлополиэдров (выпуклых
оболочек атомов ) или металлических и кислородных полиэдров (см,
например, [King91, Well84]) даны в табл. 8.1. Названия и номера (как
правильногранных полиэдров с правильными гранями) взяты из спис-
ка 112 таких полиэдров, приведенного в [Berm71, Zalg69].
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Например, рис. 4.1 иллюстрирует вложение ромбикубоктаэдра
(№13) и не 5-гональность скрученного ромбокубоктаэдра (№57). Ку-

Рис. 8.8. Икосаэдр со
склеенными ребрами

боктаэдр и скрученный кубоктаэдр (треуголь-
ный ортобикупол №47) являются координа-
ционными полиэдрами fcc и hcp-решеток со-
ответственно; двойственные к ним заполняют
пространство, причем двойственный ко второ-
му из них не 5-гонален.

Полиэдры с правильными гранями из
табл. 8.1 с №1, 2, 4, 32, 33, 37, 71 и 104— это
восемь выпуклых дельтаэдров с правильными
(треугольными) гранями и с n вершинами, где
� n � 12, n �= 11. Эти дельтаэдры двойствен-

ны к первым восьми медиальным полиэдрам Fn, изображенным на
рис. 13.1 при n = 4, 8, 20, 6, 10, 16, 14 и 12.

Последние три �1-вложимых полиэдра из табл.8.1— это каппинго-
ванные или 2-каппингованные платоновы тела. Напомним, что i-кап-
пингованный тетраэдр → 1

2
H3+i при 1 � i � 4, i-каппингованный

октаэдр → 1

2
H4+i при 1 � i � 8, i-каппингованный куб → 1

2
H6 при

1 � i � 2 или i = 3 без противоположного каппинга, и i-каппингован-
ный куб не 5-гонален при 4 � i � 6 или i = 3 с противоположным
каппингом.

Таблица 8.1

Вложимость некоторых наиболее часто встречающихся
химических полиэдров

Полиэдр (его номер из списка
полиэдров с правильными

гранями)
�1-вложимость Пример из химии

Тетраэдр(1) → 1

2
H3 Rh4(CO)12

Окатаэдр (2) → 1

2
H4 [Os6(CO18)]

2−

Куб (3) → H3 CsCl

Икосаэдр (4) → 1

2
H6 [Mo12O30(CeO12)]

8−

Кубоктаэдр (6) не 5-гонален [Mo12O36(SiO4)]
4−

Усеченный тетраэдр (8) не 5-гонален [Mo12(HOAsO3)4O34]
4−

Продолжение см. на следующей странице
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Продолжение таблицы 8.1

Полиэдр (его номер из списка
полиэдров с правильными

гранями)
�1-вложимость Пример из химии

Ромбокубоктаэдр (13) → 1

2
H10 [V18O42(SO4)]

8−

Треугольная призма (19) → 1

2
H5 [Rh6C(CO)15]

2−

Квадратная антипризма (20) → 1

2
H5 [Co8C(CO)18]

2−

Квадратная пирамида (21) → 1

2
H4 Fe5C(CO)15

Треугольный купол (23) не 5-гонален [W9O30(PO4)]
9−

Жировытянутая квадратная
пирамида (30)

экстремальный
гиперметри-
ческий

[Co9Si(CO)21]
2−

Треугольная бипирамида (32) → 1

2
H4 Os5(CO)16

Пятиугольная бипирамида
(33) не 5-гонален K3ZrF7

Вытянутая квадратная
бипирамида (35) → 1

2
H6 [W10O32]

4−

Жировытянутая квадратная
бипирамида (37)

экстремальный
гиперметри-
ческий

[V10O26]
4−

Треугольный ортобикупол
(47) не 5-гонален [W12O36(SiO4)]

4−

Квадратный гиробикупол (49) не 5-гонален [V10O26]
4−

Вытянутый треугольный
бикупол (55) не 5-гонален α − [W18P2O62]

6−

Вытянутый треугольный
гиробикупол (56) не 5-гонален β − [W18P2O62]

6−

Скрученный
ромбокубоктаэдр (57) не 5-гонален [H4V18O42(Br)]9−

Вытянутый пятиугольный
бикупол (58) не 5-гонален [W30P5O110(Na)]14−

Пополненная треугольная
призма (69) → 1

2
H5 Na5Zr2F13

Окончание см. на следующей странице
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Окончание таблицы 8.1

Полиэдр (его номер из списка
полиэдров с правильными

гранями)
�1-вложимость Пример из химии

Бипополненная треугольная
призма (70) → 1

2
H5 N2H6(ZrF6)

Трипополненная треугольная
призма (71)

экстремальный
гиперметри-
ческий

Eu(OH)3

Плосконосый дисфеноид
(104) не 5-гонален K4ZrF8

Октаэдр+ Pyr3 → 1

2
H5 [Ru7(CO16]

3−

Октаэдр+ 2 Pyr3 → 1

2
H6 [Os8(CO22]

2−

Тетраэдр+ 2Pyr 3 → 1

2
H5 [Os6(CO18]

2−

со силесными ребрами
икосаэдр (рис. 8.8)

экстремальный
гиперметри-
ческий

[B11H11]
2−

Глава 9

Плоские паркеты

9.1. 58 вложимых мозаик
Здесь мы рассмотрим мозаики T и двойственные к ним T ∗ (т. е.

паркеты евклидовой плоскости, образованные правильными много-
угольниками, прилегающими ребро-к-ребру), мы устанавливая воз-
можную вложимость, изометрическую с точностью до шкалы λ, осто-
вов T или остовов T ∗ двойственных к ним T ∗ в кубическую решет-
ку Zn для некоторого n. Основным результатом этой главы является
классификация, приведенная в табл. 9.1 всех таких мозаик среди всех
мозаик каталога из [Chav89], и включающего все основные классифи-
кации мозаик.

Оказывается, что все невложимые мозаики T и двойственные
к ним T ∗, рассмотренные здесь, не 5-гональны. В таблице 9.1, нев-
ложимость T или T ∗ обозначена знаком «−» в 4 или 5 столбце соот-
ветственно. Все вложимости были найдены тем же методом полной
системы альтернирующих зон, что и в [DeSt96], [DeSt97], [CDG97].

Мозаика здесь обозначается своим стандартным гранным век-
тором ([GrSh87]), перечисляющим все звезды вершин каждого типа
(звезда— это список всех граней, окружающих вершину). Обозначим
v, t, e число типов (т. е. число орбит относительно группы симметрии
AutT мозаики T ) вершин, граней и ребер соответственно. Мозаика на-
зывается вершинно-однородной, если любые две вершины с конгруэнт-
ными звездами принадлежат одной и той же орбите вершин. Мозаика
называется реберно-однородной, если любые две конгруэнтные грани
принадлежат одной и той же орбите граней. Мозаика называется
реберно-однородной (или сильно реберно-однородной), если любые две
ее реберные фигуры (слабые реберные фигуры) принадлежат одной
и той же орбите ребер. Реберная фигура— это ребро со всеми инци-
дентными ему ребрами, а слабая реберная фигура— это ребро с двумя
инцидентными гранями.

165 мозаик из [Chav89] включают следующие классификации мо-
заик:
— 135 вершинно-однородных (и 20 с v = 2), найденных в [Kröt69],

[Kröt70a], [Kröt70b];
— 22 гране-однородных (и 13 с t = 2), найденных в [DbLa81];
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— 22 сильно реберно-однородных, найденных в [Chav84];
— все 11, 20, 61 мозаик с v = 1, 2, 3;
— все 3, 13, 26 мозаик с t = 1, 2, 3;
— и все 4, 4, 10 мозаик с e = 1, 2, 3.

(Кстати, в табл.1, 2 из [Chav89] количество мозаик с t = 3 должны
быть 26, 27 (вместо 25, 26 соответственно).)

Среди этих 165 все 58 мозаик таких, что T или T ∗ вложима, ука-
заны в табл. 9.1 в лексиграфическом порядке их векторов (v, t, e). В
этой главе приведены изображения этих 58 мозаик в том же порядке.
Представители орбит вершин обозначены на них большими черными
кружками. В правой части табл. 9.1 вершинная, гранная, реберная
и сильно реберная однородность (если она имеет место) T отмечена
знаком +. Для каждой мозаики указана также ее группа симметрии
AutT в стандартных кристаллографических обозначениях. Напом-
ним, что зеркальное отображение паркета T не может быть наложено
на прообраз (т. е. имеются две энантоморфные формы T ) если и толь-
ко если ни «m», ни «g» не содержатся в этих обозначениях AutT .

Таблица 9.1

58 мозаик T с вложимым остовом T или T ∗

№ мозаика T ;
гранный вектор Aut T T → T ∗ → v, t, e однородность

1 (44) = Vo (Z2) = De (Z2) p4m Z2 Z2 1, 1, 1 +,+,+,+

2 (63) = Vo (A2) p6m Z3
1

2
Z3 1, 1, 1 +,+,+,+

3 (36) = De (A2) p6m
1

2
Z3 Z3 1, 1, 1 +,+,+,+

4 сеть Кагоме; (3.6.3.6) p6m − Z3 1, 2, 1 +,+,+,+

5 усеченная (63); (3.122) p6m − 1

2
Z∞ 1, 2, 2 +,+,+,+

6 y усеченная (44); (4.82) p4m Z4 − 1, 2, 2 +,+,+,+

7 двойственная сети Каира;
(32.4.3.4)

p4g
1

2
Z4 – 1, 2, 2 +,+,+,+

8 (33.42) cmm
1

2
Z3 − 1, 2, 3 +,+,+,+

9 (3.4.6.4) p6m
1

2
Z3 − 1, 3, 2 +,+,+,+

10 (4.6.12) p6m Z6 − 1, 3, 3 +,+,+,+

Продолжение таблицы см. на следующей странице

9.1. 58 вложимых мозаик 99

Продолжение таблицы 9.1

№ мозаика T ;
гранный вектор AutT T → T ∗ → v, t, e однородность

11 (34.6) p6
1

2
Z6 − 1, 3, 3 +,−,+,−

12 (36; 32.62) p6m − Z∞ 2, 2, 3 +,+,+,+

13 (34.6; 32.62) cmm
1

2
Z5 − 2, 2, 4 +,+,+,−

14 (33.42; 44)1 cmm
1

2
Z3 − 2, 2, 4 +,+,+,−

15 (36; 32.4.3.4) p6m
1

2
Z6 − 2, 3, 3 +,−,+,−

16 (36; 33.42)1 pmm
1

2
Z3 − 2, 3, 4 +,−,+,−

17 (3.42.6; 3.6.3.6)2 cmm − Z3 2, 3, 4 +,+,+,+

18 (33.42; 44)2 cmm
1

2
Z3 − 2, 3, 5 +,−,−,−

19 (33.42; 3.4.6.4) p6m
1

2
Z3 − 2, 4, 4 +,−,+,+

20 (36; 33.42)2 cmm
1

2
Z3 − 2, 4, 5 +,−,−,−

21 (33.42; 32.4.3.4)1 p4g
1

2
Z6 − 2, 4, 5 +,−,+,−

22 (36; 34.6)2 p6
1

2
Z6 − 2, 5, 7 +,−,−,−

23 (33.42; 32.4.3.4)2 pgg
1

2
Z4 − 2, 6, 6 +,−,+,−

24 (36; 32.62; 63) p6m
1

2
Z6 − 3, 2, 3 +,+,+,+

25 (34.6; 32.62; 63) pmg
1

2
Z5 − 3, 2, 5 +,+,+,−

26 (3.42.6; 3.4.6.4; 44) p4g − Z4 3, 3, 4 +,+,+,+

27 (36; 33.42; 44)1 pmm
1

2
Z3 − 3, 3, 5 +,−,+,−

28 (36; 34.6; 32.62)2 cmm
1

2
Z5 − 3, 3, 6 +,−,+,−

29 (33.42; 44; 44)1 cmm
1

2
Z3 − 3, 3, 6 −,−,−,−

30 (36; 33.42; 32.4.3.4) p6m
1

2
Z6 − 3, 4, 5 +,−,+,−

31 (3.42.6; 3.6.3.6; 44)2 cmm − Z3 3, 4, 5 +,−,+,−
32 (33.42; 32.4.3.4; 44) p4

1

2
Z4 − 3, 4, 6 +,−,+,−

Продолжение таблицы см. на следующей странице
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Продолжение таблицы 9.1

№ мозаика T ;
гранный вектор AutT T → T ∗ → v, t, e однородность

33 (36; 33.42; 44)2 cmm
1

2
Z3 − 3, 4, 6 +,−,−,−

34 (36; 33.42; 44)3 pmm
1

2
Z3 − 3, 4, 6 +,−,−,−

35 (36; 33.42; 33.42)1 cmm
1

2
Z3 − 3, 4, 6 −,−,−,−

36 (33.42; 33.42; 44)1 pmm
1

2
Z3 − 3, 4, 6 −,−,−,−

37 (3.42.6; 3.6.3.6; 3.6.3.6)1 pmg − Z3 3, 4, 6 −,−,−,−
38 (33.42; 44; 44)2 cmm

1

2
Z3 − 3, 4, 7 −,−,−,−

39 (36; 36; 33.42)1 pmm
1

2
Z3 − 3, 5, 6 −,−,−,−

40 (36; 33.42; 44)4 cmm
1

2
Z3 − 3, 5, 7 +,−,−,−

41 (3.42.6; 3.6.3.6; 44)4 cmm − Z3 3, 5, 7 +,−,−,−
42 (33.42; 33.42; 44)2 pmm

1

2
Z3 − 3, 5, 7 −,−,−,−

43 (36; 33.42; 33.42)2 pmg
1

2
Z3 − 3, 5, 7 −,−,−,−

44 (33.42; 33.42; 32.4.3.4) pgg
1

2
Z4 − 3, 5, 8 −,−,−,−

45 (36; 33.42; 3.4.6.4) p6m
1

2
Z3 − 3, 6, 6 +,−,+,−

46 (36; 36; 33.42)2 cmm
1

2
Z3 − 3, 6, 7 −,−,−,−

47 (33.42; 32.4.3.4; 32.4.3.4) p2
1

2
Z4 − 3, 6, 9 −,−,−,−

48 (36; 36; 34.6)3 p6
1

2
Z6 − 3, 7, 9 −,−,−,−

49 (36; 32.4.3.4; 32.4.3.4) p6m
1

2
Z6 − 3, 8, 5 −,−,+,−

50 (36; 32.62; 63; 63)1 p6 − 1

2
Z∞ 4, 2, 5 −,+,−,−

51 (36; 32.62; 63; 63)2 p6m
1

2
Z6 − 4, 3, 5 −,−,−,−

52 (34.6; 32.62; 63; 63) cmm
1

2
Z5 − 4, 3, 6 −,−,−,−

53 (36; 34.6; 32.62; 63)4 pmg
1

2
Z5 − 4, 3, 7 +,−,+,−

54 (36; 33.42; 32.4.3.4; 44) p4g
1

2
Z4 − 4, 4, 6 +,−,+,−

Окончание таблицы см. на следующей странице
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Окончание таблицы 9.1

№ мозаика T ;
гранный вектор AutT T → T ∗ → v, t, e однородность

55 (36; 32.4.3.4; 3.42.6; 3.4.6.4) p6m
1

2
Z6 − 4, 6, 7 +,−,+,−

56 (34.6; 32.62; 63; 63; 63) pmg
1

2
Z5 − 5, 3, 7 −,−,−,−

57 (32.4.3.4; 32.62;
3.42.6; 3.4.6.4; 63)

p3m1
1

2
Z6 − 5, 6, 8 +,−,+,−

58 (34.6; 33.42; 32.4.3.4;
32.62; 3.42.6; 3.4.6.4)

cmm
1

2
Z5 − 6, 9, 13 +,−,+,−

Заметим, что для любой мозаики T , из вложимости T или T ∗ в Zn

или 1
2Zn следует, что n делится на 3 (или 2), если AutT содержит

тройную (или четверную) поворотную ось, т. е. если AutT — одна из
групп p6m, p6, p31m, p3m1, p3 (или p4m, p4g, p4 соответственно).

Интересно, что для мозаик из табл. 9.1 справедливо:
1) №4, 17, 31, 37, 41 (все мозаики T с вершиной (3.6.3.6)) имеют

вложимость T ∗ → Z3 и наоборот;
2) №7, 15, 21, 23, 30, 32, 44, 47, 49, 54, 55, 57, 58 (все T с вершиной

(32.4.3.4)) имеют вложимость T → 1
2Z4 или T → 1

2Z6 (исключая
№58, содержащий также вершину (34.6)), причем в их число
входят все шесть мозаик T , вложимых в 1

2Z4;
3) №11, 13, 22, 25, 28, 48, 52, 53, 56, 58 (все T с вершиной (34.6))

имеют вложимость T → 1
2Z5 или T → 1

2Z6, причем в их число
входят все 7 мозаик, вложимых в 1

2Z5.

У следующих групп мозаик в табл. 9.1 один и тот же гранный
вектор:

14, 18; 21, 23; 27, 33, 34, 40; 29, 38; 31, 41; 35, 43; 36, 42; 50, 51.

В каждом их этих восьми случаев, за исключением второго и восьмо-
го, вложимость одинаковая.

В таблицу 9.1 вошли 41 (из 135) вершинно-однородных, 18 (из
22) гране-однородных и 15 (из 22) сильно реберно-однородных мозаик.
Кроме того, в нее входят
— все 11 мозаик с v = 1, 12 (из 20) мозаик с v = 2 и 26 (из 61) мозаик

с v = 3;
— все 3 мозаики с t = 1, 11 (из 13) мозаик с t = 2 и 15 (из 26) мозаик

с t = 3;
— все 4 мозаики с e = 1, все 4 мозаики с e = 2 и 6 (из 10) мозаик

с e = 3.
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В таблицу 9.1 не вошли только следующие 3 мозаики с одно-
родностью +, +, +, +: (32.62; 3.6.3.6), (3.4.3.12; 3.122), (3.4.6.4; 4.6.12)
с (v, t, e) = (2, 2, 3), (2, 3, 3), (2, 4, 4) соответственно. Кроме того,
в нее не вошли 2 мозаики с t = 2: упомянутая выше (32.62; 3.6.3.6)
и еще одна: (32.62; 3.6.3.6; 63)1 с (v, t, e) = (3, 2, 4) и однородностью
+, +, +, −.

Вложения, приведенные в табл. 9.1 взяты из [DeSt96], [DeSt97]
и [DeSt99]. Кстати, среди №1—11 (все Архимедовы паркеты в табл.9.1)
все, кроме № 7, 8 и 11, появляются с помощью конструкции ка-
лейдоскопа Витхоффа из правильных паркетов №1—3 (см. табл. 3
в [DDS04]). Среди всех 13 архимедовых полиэдров все, кроме двух
плосконосых, возникают при помощи той же конструкции из платоно-
вых тел.

Изображения 58 мозаик из табл.9.1 даны ниже в том же порядке.

Рис. 9.1. Примеры мозаик, вложимых в
1

2
Z3: (36), (3.4.6.4) и (33.42)

9.1. 58 вложимых мозаик 103

Рис. 9.2. Мозаики 1—11 из табл. 9.1
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Рис. 9.3. Мозаики 12—23 из табл. 9.1

9.1. 58 вложимых мозаик 105

Рис. 9.4. Мозаики 24—35 из табл. 9.1
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Рис. 9.5. Мозаики 36—47 из табл. 9.1

9.1. 58 вложимых мозаик 107

Рис. 9.6. Мозаики 48—58 из табл. 9.1
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9.2. Другие специальные плоские паркеты
В [DeSt97] были рассмотрены другие интересные плоские раз-

биения (произвольными многоугольниками). Например, зонотопное
разбиение Пенроуза плоскости, полученное при помощи двух золотых
ромбов (или его аналог для 3-пространства, при помощи двух золо-
тых ромбоэдров) вкладывается в Z5 (соответственно, в Z6). Вложение
паркета Пенроуза в Z5 (его фрагмент можно увидеть на рис. 9.7 b))
показано на рис. 9.7 a), где изображены пять его зон.

Подразделение Робинсона описанного зонотопного паркета Пен-
роуза и 10-угольная тюбингенская триангуляция (они изображены на
рис. 9.8 a) и b)) не 5-гональны: пять вершин, нарушающих 5-гональ-
ное неравенство, отмечены на отдельном графе с семью вершина-
ми. Этот граф— изометрический подграф обеих этих триангуляций
(см. рис. 9.8 c)). Три вершины, отмеченные кружками, берутся со
знаком «+», а две вершины, отмеченные квадратиками, берутся со
знаком «−».

Интересно, что разбиение Вороного для системы вершин пар-
кета Пенроуза не 5-гонально, но у всех найденных нами пятерок
вершин, нарушающих 5-гональное неравенство, диаметр больше 17.
Этот паркет Вороного двойственен триангуляции Делоне, которая
получается из паркета Пенроуза добавлением коротких диагоналей
всех ромбов, так что все полученные треугольники остроугольные.
(Напомним, что существуют два взаимно двойственных разбиения n-
пространства, соответствующих любому дискретному набору точек
в этом пространстве; они называются разбиениями Делоне и Вороного
соответственно. Мы рассматриваем эти разбиения для набора вершин

Рис. 9.7. Ромбический паркет Пенроуза: a) 5 зон, b) фрагмент
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Рис. 9.8. a) Подразделение Робинсона ромбического паркета Пенро-
уза, b) Тюбингенская триангуляция, c) Их не 5-гональный изомет-

рический подграф

паркета Пенроуза.) Разбиение Вороного состоит из 5-, 6-, 7-угольников
трех, двух и двух типов соответственно. Существование пяти точек,
нарушающих 5-гональное неравенство, следует из наличия пятиуголь-
ников, поскольку остов любого нормального разбиения плоскости без
3-, 4- и 5-угольников вложим (см. [DeSt00b], теорема 3).

Следующие паркеты не 5-гональны (см. [Well91], с. 104, 89, а так-
же рис.9.9a) и b) ниже): паркет Дюрера (образованный правильными
пятиугольниками и ромбами) и паркет из греческих крестов (комби-
наторно эквивалентный (44) с двумя новыми вершинами на каждом
ребре). В действительности фрагмент паркета Дюрера, изображенный
на рис. 9.9 a), допускает единственное продолжение до плоского пар-
кета из конгруэнтных пятиугольников и ромбов. В этом фрагменте на
один (тридцать второй) пятиугольник больше, чем на фрагменте, при-
веденном в [Well91], с. 104. Последний вложим в 1

2
H45 (и его периметр

равен 45).
Кроме того, не 5-гонален паркет из правильных треугольников

с ребрами длины 1, 2 и
√

5 (см. [Radi94]; грани этого паркета не
соприкасаются ребром к ребру, но мы рассматриваем его как паркет
ребро-к-ребру из треугольников и четырехугольников).

Пусть Cham (T ) обозначаетшамферинг T , т.е. плоский паркет, по-
лученный из мозаики T добавлением призм на все ее грани с последу-
ющим удалением всех первоначальных ребер. Тогда Cham (63) = (63),
Cham (36)—не 5-гональный и зонотопный паркет, Cham (44) вкиды-
вается в Z4. Три стилизованных старинных паркета, комбинатор-
но эквивалентные Cham (44), изображены на рис. 9.10 внизу. Паркет
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Рис. 9.9. Фрагменты a) паркета Дюрера, b) паркета из греческих крестов

Cham (44) двойственен (44), рассматриваемому как бесконечная шах-
матная доска с пирамидами на всех черных клетках.

(44) доставляет единственное нормальное разбиение евклидовой
плоскости на многоугольники с четным числом сторон и только с чет-
ными степенями вершин. Нет ни одного такого разбиения 3-сферы, а у
гиперболической плоскости их бесконечно много и все они вложимы
в Z∞.

Рис. 9.10. Три старинных паркета, изображающие Cham (44)
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И наконец, граф фрагмента некоторой вложимой T или T ∗, огра-
ниченный простым циклом длины n и содержащий k замкнутых зон
внутренних ребер является изометрическим подграфом Hk+ n

2
, если

у всех граней четное число сторон, и подграфом 1

2
Hk+n в противном

случае.

9.3. Правильногранные двугранные
плоские паркеты

Все правильногранные двугранные плоские паркеты евклидовой
плоскости были найдены в [Deza02]. У вершин этих паркетов одна
и та же степень k, и есть только два комбинаторных типа граней
(скажем, a- и b-угольники); более того, у любого a-угольника (соответ-
ственно, любого b-гольника) одно и то же число ta (соответственно, tb)
смежных a-угольников (соответственно, b-угольников). Отсюда следу-
ет, что каждый a-угольник смежен с a − ta b-угольниками, и каждый
b-угольник смежен с b − tb a-угольниками.

Перечислим все вложимые среди них: это три архимедовых пар-
кета (4.82), (32.4.3.4), (33.42) (т. е. № 6—8 из табл. 9.1, вложимые
в Z4,

1

2
Z4,

1

2
Z3 соответственно), а также следующие паркеты A, B

и континуумы D, D паркетов (№3’, 13C и континуумы №33 и №29
в обозначениях [Deza02]), которые вложимы в 1

2
Z3,

1

2
Z8,

1

2
Z4,

1

2
Z5

соответственно.
Паркет A— это правильный паркет (63), усеченный при «поло-

вине» своих вершин, так что ровно один конец любого ребра усечен.
Паркет B — это архимедов паркет (4.82), в котором «половина»

восьмиугольников разрезана на два шестиугольника новым верти-
кальным ребром, а все остальные восьмиугольники разрезаны на два
шестиугольника новым горизонтальным ребром; при этом любые два
смежных восьмиугольника разрезаны по-разному.

Паркет C — это континуум всех паркетов, полученных из архиме-
дова паркета (33, 42), когда вместо фиксированного горизонтального
ряда квадратов берут любую другую (бесконечную в обоих направле-
ниях) последовательность квадратов, каждый из которых присоеди-
няется к предыдущему «сверху» и/или «справа» произвольно. После
этого весь паркет соответственно сдвигается.

Континуум D возникает как все описанные ниже видоизмене-
ния архимедова паркета (4.82), рассматриваемого комбинаторно как
плоский паркет из параллельных горизонтальных зон (бесконечных
в обоих направлениях). Каждая зона состоит из (перемежающихся)
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четырех- и восьмиугольников, так что их ребра смежности параллель-
ны и противоположны в каждом четырех- и восьмиугольнике. Доба-
вим в каждой зоне диагонали, разрезающие каждый четырехугольник
на два треугольника или каждый восьмиугольник на два пятиуголь-
ника, так что все эти диагонали идут в одном направлении: либо
с юго-запада на северо-восток, либо с северо-запада на юго-восток.
При этом мы получаем континуум таких видоизменений (4.82).

Параметры (k; a, b; ta, tb) семи описанных выше вложимых типов
с правильногранными паркетами соответственно таковы: (3; 4,8; 0,4),
(5; 3,4; 1,0), (5; 3,4; 2,2), (3; 3,9; 0,6), (3; 4,7; 0,5), (5; 3,4; 2,2), (4; 3,5; 1,3).

Первые три из них (архимедовы) встречаются в настоящих кри-
сталлических структурах: они изображены на рис. 7.20, 6.51 и 6.50
в [OkHy96] как сети, представляющие парацельсий BaAl2Si2O8, U3Si2
и Fe2AlB2 соответственно.

Глава 10

Однородные разбиения 3-пространства
и родственные им

Напомним, что униформный полиэдр— это то же самое, что и по-
луправильный полиэдр. Нормальное разбиение 3-пространства назы-
вается униформным разбиением, если все его фасеты (ячейки) — уни-
формные полиэдры, а группа симметрии вершинно-транзитивна.

Существует в точности 28 униформных разбиений 3-пространст-
ва. Вот краткая история этого результата. В 1905 году Андреи-
ни в [Andr05] предложил, считая его полным, список из 25 та-
ких разбиений. Но одно из них (13′, в его обозначениях) оказалось
неуниформным; по-видимому, первым это обнаружил Коксетер (см.
[Coxe54], с. 334). Кроме того, Андриени пропустил разбиения 25—28
(в нашей нумерации, данной ниже). До последнего времени матема-
тическая литература изобиловала неполными списками этих разбие-
ний. Например, [Crit70], [Will72] и [Pear78] (ни в одной из этих книг
не указаны разбиения 24—28). Первым полный список опубликовал
Грюнбаум в [Grün94]. Но при этом он написал, что уже после того, как
получил этот список, он понял, что в рукописи [John91] содержались
все 28 разбиений. Независимо мы тоже получили все 28 разбиений,
правда, только в 1996 году. Результаты, представленные в этой главе,
мы взяли из [DeSt00a].

Все вложимые разбиения в этой главе оказываются �1-жесткими,
и, таким образом, со шкалой один или два. Эти вложения были по-
лучены построением полной системы альтернирующих зон; см. гл. 1
и [CDG97], [DeSt96], [DeSt97], [DeSt98]. Кроме того, все невложимые
разбиения, рассмотренные в этой главе, не 5-гональны.

Напомним, что De (T ) и Vo (T )—разбиения Делоне и Вороного
3-пространства, ассоциированные с заданным множеством точек T .
Хотя это не совсем правильно, мы будем использовать то же обозна-
чение для графа, то есть остова разбиения. Напомним еще, что P ∗ —
это разбиение, двойственное разбиению P ; его не следует смешивать
с таким же обозначением для двойственной решетки.
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10.1. 28 униформных разбиений
В таблицах 10.1, 10.2, которые описывают эти 28 разбиений, со-

держание столбцов следующее:
1: номер, который мы присвоили разбиению;

2 и 3: его номера в [Andr05] (если оно там указано) и в [Grün94];
4: характеризация (если она есть) разбиения;
5: грани разбиения и количества граней им номера в звезде Де-

лоне;
5∗: грани двойственного разбиения;

6 и 6∗: вложимость (если она имеет место) разбиения и двойственного
ему.

Мы используем следующие специальные обозначения для граней,
данных в табл. 10.1, 10.2:

Cbt и Rcbt для архимедова кубоктаэдра и ромбокубоктаэдра;
RhDo , скрученный RhDo и RhDo − v3 для ромбического додека-

эдра Каталана, для его скрученного варианта и для RhDo с удаленной
вершиной третьей степени; BDS∗ для двойственного плосконосому
дисфеноиду.

Замечания к табл. 10.1, 10.2:
1. Разбиение 15∗ — единственное, вложимое в Z∞ (в действительно-

сти, со шкалой два).
2. Разбиения, вложимые со шкалой один, все, за исключением 25∗,

зоноэдральны. Грань Вороного разбиения 25∗ не является цен-
трально симметричной. Было бы интересно найти нормальный
паркет 3-пространства, вложимый со шкалой 1, и такой, что
каждая грань центрально симметрична. Такой паркет, не явля-
ющийся нормальным, указан в [Shto80]: см. №3 в табл. 10.3 ниже.

3. Вложимость граней необходима, но не достаточна для вложимо-
сти всего паркета. Например, 26∗ и 27∗ не вложимы, в то время
как их грани вложимы в H4 и 1

2
H8, соответственно. На самом де-

ле, у всех двойственных униформным разбиениям P ∗ в табл.10.1,
10.2, за исключением 24∗, нет невложимых граней. Среди всех
одиннадцати невложимых униформных разбиений лишь у 11, 15,
24 и 26 имеют только вложимые грани. То же самое можно ска-
зать о паркетах 30, 33 и 32∗, 33∗, 34∗, 46∗ из табл. 10.3.

4. Среди всех 28 разбиений только у 1, 2, 5, 6, 8 имеют одно и то-
же окружение ребер: многоугольники (4.4.4.4), (4.6.6), (3.3.3.3),
(3.3.6.6), (3.3.4).

5. Оба разбиения, 8 и 24, являются разбиениями Делоне (т. е. би-
решетки, в которой окружения всех точек идентичны, возможно,
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с измененной ориентацией): J-комплекс и hcp; грань Vo (J комп-
лекс) имеет форму гальки (jackstone) (это объясняет происхожде-
ние термина «J-комплекс») и комбинаторно эквивалентен β3.

6. Разбиения 1, 3, 5 — это разбиения Делоне решеток Z3, A2 × Z,
A3 = fcc. Разбиения 2 и 4 — это разбиения Вороного решеток
A∗

3 = bcc и A2 ×Z. Номера 10, 11, 12, 13, 14, 15, 21, 22 — это приз-
матические разбиения Делоне над восемью архимедовыми разби-
ениями плоскости. Вложения их самих и двойственных им такие
же, как в табл. 4.1, 4.2, но размерность увеличена на единицу.

7. В химии, разбиения 1, 5, 24 появляются, например, как металлы
полоний Po, медь Cu, цинк Zn; разбиения 4, 7, 13, 20 — как бориды
AlB2, CaB6, Fe2AlB2, UB12; разбиения 9 и 16 как цеолиты-
ро и Линде A; разбиения 3 и 14, 27— как Si под высоким
давлением и силициды U3Si2, ThSi2. И наконец, разбиения 2, 6
(известные как разбиения Фёпла), 8, 19, 23, 25, 26 появляются как
содалит Na4Al3Si3O12Cl, фаза Лавеса MgCu2, перовскит (ABX3),
Ag7O8F, Pd17Se15, MoS2, TiP. Прекрасные изображения всех этих
структур и подробности, относящиеся к химии, можно найти
в гл. 6 и 7 книги [OkHy96].

8. Отношения чисел граней двух типов в разбиениях таковы:

1 : 1 для 6, 7, 8, 10 2 : 1 для 5, 11, 13, 14, 24, 28 3 : 1 для 9

8 : 1 для 12 2 : 1 : 1 для 17, 19, 20 3 : 1 : 1 для 16, 18

3 : 2 : 1 для 21, 22, 25, 26 3 : 3 : 1 : 1 для 23

10.2. Другие специальные разбиения
В таблице 10.3 мы сгруппировали некоторые другие относящиеся

к делу разбиения. Здесь L5 обозначает 3-мерную решетку пятого
федеровского типа (т. е. полученную с помощью полиэдра Вороного),
а ElDo обозначает ее полиэдр Вороного, называемый вытянутым
додекаэдром. Оставшиеся четыре решетки появляются в табл. 10.1,
10.2 следующим образом номерами

№1 = De (Z3) = Vo (Z3),
№5 = De (A3),
№2 = Vo (A∗

3),
№3 = De (A2 × Z1),
№4 = Vo (A2 × Z1).
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Таблица 10.3
Вложимость некоторых других разбиений

29 De (L5) α3, Pyr 4 ElDo
1

2
Z4 Z5

30 De (D-комплекс) α3, ∼ β3 триакис trα3
1

2
Z5 -

31 De (Кельвин) α3, β3 RhDo , twRhDo − −
32 De (Грюнбаум) Prism 3 Prism 6, BDS∗

1

2
Z5 −

33 De (вытянутый Кельвин) α3, β3, Prism 3 RhDo − v3 − −
34 De (вытянутый Грюнбаум) Prism 3, γ3 ∼ Prism 5

1

2
Z5 −

35 P (S1) S1 Z3 −
36 P (S2) S2 Z4 −
37 P (S3) S3 Z5 −
38 A-19 Prism∞ Z2

39 Prism∞ Z2

40 A-20, n четно Cn × PZ Z∞
A-20, n нечетно Cn × PZ

1

2
Z∞

41 A-22 Aprism∞
1

2
Z3

42 A-23 Prism∞, Aprism∞
1

2
Z3

43 ‖-тип γ3, C4 × PZ Z3

44 ⊥-тип γ3, C4 × PZ Z3

45 шахматный тип γ3, C4 × PZ Z3

46 A-13′ α3, tr(α3) R, скрученный R − −

Заметим, что De (L5) и De (A2 ×Z1) совпадают как графы, но отлича-
ются как разбиения.

Ниже через De (Кельвин) мы обозначаем любую упаковку Кель-
вина, полученную с использованием α3 и β3 (в отношении 2:1), ко-
торая является собственной, т. е. отличную от решетки A3 = fcc
и бирешетки hcp. У каждого собственного разбиения Кельвина, так
же как и у разбиения 13′ в [Andr05] (в табл. 10.3 оно идет под номе-
ром 46; Андриени ошибочно считал его униформным), есть ровно две
вершинных фигуры. Грани паркета Вороного 46— это два ромбоэдра:
скажем, ромбоэдр (т. е. куб, стянутый вдоль диагонали) R, и скручен-
ный R; оба они эквивалентны γ3.

То же самое можно сказать о каждом разбиении Грюнбаума; см.
№32—34 в табл. 10.3.
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Мы будем называть нормальное разбиение 3-пространства на пла-
тоновы и архимедовы полиэдры почти униформным, если группа
симметрии не является вершинно-транзитивной, но все вершинные
фигуры конгруэнтны. Грюнбаум [Grün94] привел два бесконечных
класса таких разбиений и заметил, что ему неизвестны другие при-
меры. В нашей терминологии они называются вытянутыми соб-
ственными разбиениями Кельвина и Грюнбаума. Разбиения Кельвина
и Грюнбаума единственным образом определяются бесконечными по-
следовательностями из нулей и единиц, характеризующими порядок,
в котором слои следуют один за другим. В разбиении Кельвина слои
из α3 и β3 следуют друг за другом двумя различными способами
(скажем, a и b), в то время как в разбиении Грюнбаума слои из Prism 3

следуют друг за другом таким образом, что их высоты располагаются
параллельно или перпендикулярно. Несобственные разбиения Кель-
вина дают униформные разбиения 5 и 24 для последовательностей
. . . aaa . . . (или . . . bbb . . .) и . . . ababab . . . соответственно. Собственные
разбиения Кельвина и Грюнбаума не являются почти униформными;
они даже ∞-униформны (возьмите непериодическую последователь-
ность).

Теперь рассмотрим вытягивания этих разбиений. Мы будем по-
очередно добавлять слои из Prism 3 для разбиений Кельвина, и из
кубов— для разбиений Грюнбаума.

Заметим, что RhDo−v (грань разбиений Вороного 25, 26, 33) мож-
но рассматривать как половину RoDo , разделенного надвое, и этот
twRoDo получается из RoDo скручиванием (поворотом на 90◦) этих
половин. Грани многогранника Вороного для собственного разбие-
ния Кельвина— это и RhDo , и twRhDo , хотя только один из них
остается для двух несобственных случаев 5,24. Точно так же, грань
Вороного для 34 (специальная 5-призма) можно рассматривать как
половину Prism 6, разделенной надвое, а BDS∗ можно рассматривать
аналогично как скрученную Prism 6. Грани многогранника Вороного
для собственного разбиения Грюнбаума 32— это и Prism 6, и BDS∗,
и только один из них остается для двух несобственных случаев 3, 27.

Кроме двух несобственных случаев 25, 26 (вытягиваний униформ-
ных 5, 24), которые униформны, имеется континуум собственных
вытянутых разбиений Кельвина (обозначенных 33 в табл. 4), кото-
рые почти униформны. Среди них есть счетное число периодических
разбиений, соответствующих периодическим (a, b)-последовательно-
стям. Оставшийся континуум состоит из апериодических паркетов
3-пространства, полученных из α3, β3, Prism 3 по очень простому
правилу: у каждого из них есть единственная звезда Делоне, состо-
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ящая из шести Prism 3 (сложенных вместе так, чтобы образовывать
6-призму), трех α3 и трех β3 (помещенных поочередно на шесть
треугольников, на которые делится шестиугольник) и одного α3, за-
полняющего пространство, оставшееся в звезде. Каждое b в (a, b)-
последовательности, определяющей такой паркет, соответствует скру-
чиванию, меняющему местами описанные выше три α3 и три β3 (т. е.
повороту конфигурации из четырех α3, трех β3 на 60◦).

Похожая ситуация имеет место для вытянутых разбиений Грюн-
баума. Кроме двух униформных несобственных случаев 13, 28 (вытя-
гиваний униформных 3, 27), имеется континуум собственных вытяну-
тых разбиений Грюнбаума (обозначенных 34 в табл.4), которые почти
униформны. Апериодичные (a, b)-последовательности дают контину-
ум апериодических паркетов, полученных при помощи Prism 3, γ3

по похожему простому правилу: единственная звезда Делоне, состо-
ящая из четырех γ3 (сложенных таким образом, чтобы образовать
4-призму), четырех Prism 3, помещенных на них и две Prism 3, за-
полняющие оставшееся пространство звезды. Каждое b в (a, b)-по-
следовательности, определяющей паркет, соответствует повороту всей
конфигурации их шести Prism 3 на 90◦.

D-комплекс— это алмазная бирешетка; у триакис tr(α3) имеет
Pyr 3 на каждой из его треугольных граней. Оба разбиения 29 и 30
из табл. 10.3 вершинно-транзитивны, но у них есть несколько неар-
химедовых граней: Pyr 4 для №29 и неправильный полиэдр того же
комбинаторного типа, что и β3, для №30.

Разбиения 35, 36, 37 табл. 10.3 — это в точности все три ненор-
мализуемые паркета 3-пространства, полученные из выпуклых па-
раллелоэдров, которые были найдены в [Shto80] (см. теорему 11.3
ниже). Многогранники, обозначенные S1, S2 и S3, это центрально
симметричные 10-гранники, полученные видоизменением параллеле-
пипеда. S1 эквивалентен β3, усеченному на двух противоположных
вершинах. P ∗(Si) при i = 1, 2, 3 являются различными разбиениями
3-пространства невыпуклыми телами, у которых одинаковый не 5-го-
нальный остов.

Мы будем обозначать здесь некомпактные униформные разбие-
ния, введенные в параграфах 19, 20, 22, 23 книги [Andr05], через A-19,
A-20, A-22, A-23 соответственно. В табл. 10.3 они идут под номерами
38, 40, 41, 42. Обозначим Prism∞, APrism∞ и Cn × PZ ∞-гранную
призму, ∞-гранную антипризму и цилиндр на Cn соответственно.

A-19 получается, если поместить Prism∞ на сеть δ2. При этом его
остовом оказывается Z2. Под номером 39 идет разбиение, которое от-
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личается от 38 только другим расположением некоторых бесконечных
призм под сетью δ2, т. е. перпендикулярно тем, которые лежат выше.

A-20 получается, если поместить цилиндры на δ2, A-22— ес-
ли поместить APrism∞ на (36), а A-23 — если поместить Prism∞ и
APrism∞ на (33.42).

В разделе 20′ [Andr05] упоминается также разбиение на два
полупространства, разделенных некоторыми из десяти архимедовых
(и одной вырожденной) сетей, т. е. униформных плоских разбиений.
Можно также взять две параллельные сети (скажем, T ) и заполнить
пространство между ними обыкновенными призмами (при этом остов
окажется прямым произведением графов T и K2) или, при T = δ2 либо
(33.42) заполнять, комбинацией обыкновенной и бесконечной призм.
Аналогичные униформые разбиения получаются, если мы возьмем
бесконечное число параллельных сетей T .

Разбиения 43, 44, 45 из табл. 10.3 отличаются только располо-
жением кубов и цилиндров. В 43 слои цилиндров остаются парал-
лельными (‖-тип); в 44 они перпендикулярны цилиндрам каждого
предшествующего слоя. В 45 мы рассматриваем δ2 как бесконечную
шахматную доску; цилиндры располагаются на «белых» ячейках,
а стопки кубов— на «черных».

Некомпактные униформные разбиения можно получить видоиз-
менением Prism∞ в 38, 39.



Глава 11

Решетки, бирешетки и паркеты

Напомним, что Vo (L) и De (L) обозначают остовы разбиений
Вороного и Делоне для решетки L. При этом ребра этих графов
являются ребрами параллелотопа Вороного и многогранников Делоне
решетки L; любой минимальный вектор L является ребром De (L), но
обратное, вообще говоря, неверно.

Нам интересно выяснить, вложим ли изометрически (или с удво-
енными расстояниями) бесконечный граф G, где G = Vo (L) или
De (L), в Zm при некотором m � n.

Здесь мы излагаем результаты, полученные на эту тему для
неприводимых корневых решеток, для двух обобщений алмазной би-
решетки и для 3-мерного случая.

Понятия теории решеток вводятся в [Voro1908], [RyBa79] и
[CoSl88].

И опять оказывается, что все случаи невложимости, данные
в этой главе, появляются из-за нарушения 5-гонального неравенства.

11.1. Неприводимые решетки корней
Рассмотрим неприводимые корневые решетки, т. е. An, Dn, E6,

E7, E8.
Для малых размерностей n, имеем:

De (A2) = (36) → 1
2
Z3, Vo (A2) = (63) → Z3

([Asso81]) и, конечно же,

D2 = Z2, A∗
2 = A2, D3 = A3.

Теорема 11.1. Справедливы следующие утверждения:

(i) De (En) не 5-гонален при n = 6, 7, 8;
(ii) при n � 3, De (An) → 1

2Zn+1, Vo (An) → Zn+1, Vo (A∗
n) → Zm (где

m =
(
n+1

2

)
), De (A∗

n) не 5-гонален;
(iii) для n � 4, De (Dn), Vo (Dn), De (D∗

n) не 5-гональны.

Например, De (D4) невложим (и это противоречит утверждению
2 (b) [Asso81]): для того, чтобы убедиться в этом, достаточно взять 5
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точек таких, что
a = (0, 0, 0, 0), b = (1, 1, 0, 0),

x = (1, 0, 1, 0), y = (1, 0, −1, 0), z = (0, 1, 0, 1),
образующих не 5-гональный изометрический подграф K5−K3. В дей-
ствительности (x, y) не является ребром, поскольку середина отрезка
[x, y]— это центр квадрата (a, x, c, y), где c = (2, 0, 0, 0), с ребра-
ми (a, x), (x, c), (c, y), (y, a) принадлежат графу De (D4). И далее,
De (D4)—метрическое подпространство De (Dn) при � 5.

Заметим еще, что имеются изометрические вложения Zn в
De (D2n) и Z2 в De (A3).

11.2. Случай размерности 3
Теперь мы рассмотрим пять типов (определяемых своими по-

лиэдрами Вороного) 3-мерных решеток, полученных Федоровым
[Fedo1885]. Кроме Z3, A3 = fcc и A∗

3 = bcc, существуют еще два других
типа решеток, для которых полиэдрами Вороного служат 6-призма
и вытянутый додекаэдр. Возьмем A2 × Z1 и, скажем, L5 в качестве
представителей решеток этих двух типов. Напомним, что De (A3),
De (L5) совпадают как графы, но разбиения R

3 (остовами которых они
являются) различны.

Теорема 11.2. Справедливы утверждения:
(i) De (A2 × Z1) → 1

2Z4, Vo (A2 × Z1) → Z4;
(ii) De (L5) → 1

2Z4, Vo (L5) → Z5.

Итак, разбиение Делоне общей решетки A∗
3 — единственное нев-

ложимое среди разбиений De (L), Vo (L) для пяти типов Вороного
3-мерных решеток L.

В R
3 комбинаторный тип параллелоэдра P определяет комбина-

торный тип соответствующего паркета, который образован P ; точно
также тип двойственного разбиения определяется типом его звез-
ды (т. е. конфигурацией вокруг вершины). Для нормальных разбие-
ний имеется пять типов параллелоэдров и пять двойственных типов
разбиений (есть четыре типа их остовов, об этом говорилось уже
в [Fedo1885]); их вложения описаны в предыдущей теореме.

В [Shto80] были найдены все три типа выпуклых параллелоэдров
для существенно ненормальных (т. е. ненормализуемых) разбиений R

3

(см. табл. 10.3 выше). Обозначим эти параллелоэдры S1, S2, S3; обо-
значим еще P (Si), P ∗(Si) паркет, образованный Si и двойственное раз-
биение при i = 1, 2, 3. Все Si (i = 1, 2, 3) — центрально-симметричные
10-эдры, полученные видоизменением прямоугольного параллелепипе-
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да; их p-векторами являются (p4 = 10), (p4 = 6, p6 = 4), (p4 = 4, p6 = 4,
p8 = 2) соответственно. S1 = γ3 + γ3 — это (комбинаторно) β3, усечен-
ный при двух противоположных вершинах; у S2 и S3 есть 2-валентные
вершины. В все P ∗(Si) имеют одинаковый комбинаторный тип остова;
они являются разбиениями R

3, образованными невыпуклыми телами.
Теорема 11.3. Si → H3+i, P (Si) → Z2+i и P ∗(Si) не 5-гонален

при i = 1, 2, 3.
Два самых интересных решетчатых комплекса в 3-пространстве—

это бирешетки J-комплекс и D-комплекс (D-комплекс называется еще
алмазной или тетраэдральной упаковкой и обозначается D+

3 ).
Теорема 11.4. Справедливы утверждения:

(i) De (D-комплекс) → 1

2
Z5, но Vo (D-комплекс), De (J-комплекс),

Vo (J-комплекс) не 5-гональны;
(ii) у любой упаковки Кельвина K, образованной α3 и β3 (исключая

A3, но включая бирешетку hcp), не 5-гональные De (K), Vo (K).

Среди упаковок 3-пространства, рассмотренных выше, паркеты
De (Z3), De (A2 × Z1), Vo (A2 × Z1), De (A3), Vo (A∗

3), De (J-комплекс),
De (hcp) являются однородными разбиениями номеров 1, 3, 4, 5, 2, 8,
24 из табл. 10.1, 10.2.

Теперь рассмотрим еще две бирешетки, обобщающие D-комплекс:

D+
n := Dn ∪ (d + Dn),

где новая точка d— центр наибольшего многогранника Делоне; а также

A+
n := An ∪ (a + An),

где новая точка a—центр правильного n-симплекса, который являет-
ся многогранником Делоне An, см. [CoSl88].

D+
n — решетка если и только если n четно; D+

2 = Z2, D+
4 = Z4,

D+
8 = E8. A+

n — всегда бирешетка; она получается из An описанной
выше центрированной его наименьшего многогранника Делоне, явля-
ющегося правильным n-симплексом αn. Центрирование всех много-
гранников Делоне An дает A∗

n. Напомним, что

De (A+
2 ) = Vo (A2) = (63) → Z3, Vo (A+

2 ) = (36) → 1
2
Z3, A+

3 = D+
3 .

Теорема 11.5. Справедливы следующие утверждения:

(i) De (D+
3 ) → 1

2Z5, Vo (D+
3 ) не 5-гонален, De (D+

n ) не 5-гонален при
n � 5;

(ii) De (A+
n ) → 1

2Zn+2 при n � 3.
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Все эти результаты получены методами, описанными в [CDG97]
и [DeSt96]. Например, не 5-гональность De (A∗

n), n � 3 дают 5 точек:
a = (0, 0, 0, 0, . . . , 0), b = (1, 1, 1, 0, . . . , 0),

x = (1, 0, 0, 0, . . . , 0), y = (0, 1, 0, 0, . . . , 0), z = (0, 0, 1, 0, . . . , 0)

в редуцированном репере Зеллинга решетки; точки a, x, x + y, b — это
вершины некоторой грани симплекса Делоне.

11.3. Дайсинги
Теперь рассмотрим семейство равноудаленных параллельных ги-

перплоскостей, которые разрезают R
n на слои одинаковой толщины.

Если мы возьмем n таких независимых семейств гиперплоскостей, мы
получим пространство R

n разрезанного на равные параллелепипеды
с вершинами, образующими n-мерную решетку. Вообще, дайсинг D—
это набор гиперплоскостей, образованный семействами равноудален-
ных параллельных гиперплоскостей, который удовлетворяет следую-
щим свойствам:

(i) среди семейств есть n независимых,
(ii) через каждую вершину дайсинга проходит одна гиперплоскость

из каждого семейства.

Условие (i) гарантирует, что ячейки D—многогранники. Из усло-
вия (ii) следует, что множество вершин L(D) дайсинга D— это решет-
ка, и что множество вершин любого поддайсинга (удовлетворяющего
(i)) совпадает с L(D). Решетка L(D) называется решеткой дайсинга.

Разбиение R
n, которое получено разрезанием гиперплоскостями

дайсинга D, — это разбиение Делоне дайсинговой решетки L(D).
Сформулируем основное свойство дайсинговой решетки (см.

[Erda98]):
Многогранник Вороного решетки является зонотопом если и
только если эта решетка— дайсинговая.
Поскольку остов зонотопа Zm диаметра m вложим в Hm, остов

разбиения Вороного любой дайсинговой решетки вложим в Zm при
том же m.

Нас интересует вопрос: существуют ли в числе не зонотопальных
центрально-симметричных многогранников с вложимыми остовами
такие, которые являются параллелоэдрами (т. е. замощают простран-
ство при параллельном переносе) или более точно, многогранниками
Вороного решеток? Если ответ положительный, то задача состоит
в том, чтобы выяснить вложимо ли соответствующее разбиение Воро-
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ного в некоторое Zm (напомним, что вложимый RhDo − v3 является
паркетиной разбиений Вороного №25∗, 26∗ из табл. 10.1, 10.2, и среди
них только №25∗ вложим и служит, возможно, бесконечным аналогом
нереализуемого ориентированного матроида (см. гл. 14). Если же от-
вет отрицательный, тогда мы получаем новую характеризацию дай-
синговых решеток как таких решеток, остов многогранника Вороного
которых вложим в Hm при некотором m.

Сложнее случай вложимости разбиения Делоне дайсинговой ре-
шетки. На первый взгляд кажется, что разбиение Делоне, образован-
ное m семействами гиперплоскостей, должно быть вложимо в Zm.
Но это не всегда так. Например, граф разбиения Делоне дайсинговой
решетки A∗

n, n � 3, невложим.

11.4. Паркетины решетчатых разбиений
В этом разделе дискретное множество точек является точечной

решеткой.

Многогранники Вороного
Напомним, что разбиение n-пространства называется прими-

тивным, если каждая вершина разбиения принадлежит в точности
(n+1)-многогранникам (паркетинам) разбиения. В противном случае,
разбиение называется непримитивным. Многогранник (паркетина),
определяющий(-щая) примитивное или непримитивное разбиение, на-
зывается примитивным или непримитивным соответственно.

Итак, бывают примитивные и непримитивные многогранники Во-
роного. Для каждой размерности n � 2 среди всех примитивных n-
многогранников Вороного существует только один, а именно n-мер-
ный перестановочный многогранник, который является зонотопом.
Этот (n + 1)!-вершинный зонотоп является многогранником Вороного
решетки An∗; он вкладывается в H(n+1

2 ).
При n = 2 оба многогранника Вороного (непримитивный прямо-

угольник и примитивный центрально-симметричный шестиугольник)
являются зонотопами, а их остовы—C4 = H2 и C6 → H3.

При n = 3 все пять многогранников Вороного являются зонотопа-
ми (примитивный усеченный октаэдр и четыре непримитивных: куб,
Prism 6, ромбический додекаэдр, вытянутый додекаэдр) и, таким обра-
зом, их остовы вложимы со шкалой один в Hm (при m = 6, 3, 4, 4, 5
соответственно).

При n = 4 имеется три примитивных многогранника Вороного.
В 1937 году Делоне перечислил 3(примитивных)+48=51 n-многогран-
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ников Вороного. Они приведены в [Delo37]; в 1968 году Штогрин обна-
ружил последний оставшийся (у этого пятьдесят второго 24 фасеты,
которые являются 8-эдрами двух типов: 18 одного и 6 другого). Среди
52 этих 4-многогранников 17 являются зонотопами (№1 и 3—19); они
вкладываются в Hm при m = 10, 9, 8, 8, 7, 7, 7, 7, 6, 6, 6, 5, 5, 6, 5,
4, 9 соответственно. Мы проверили, что все остальные не 5-гональны;
более того, только у №33 (единственного не зонотопа с двудольным
остовом), №45, №48, №50, №51 (правильной 24-ячейка) и №52 есть
только 5-гональные 3-грани. Остов i-грани, вообще говоря, не явля-
ется изометрическим подграфом остова выпуклого n-многогранника
(например, шестиугольник— не изометрическая грань в 6-пирамиде),
но это так, если многогранник— параллелоэдр.

Говорят, что две решетки одного L-типа, если их разбиения Во-
роного (а, значит, и Делоне) аффинно эквивалентны. Рышков и Бара-
новский в [RyBa76] нашли 221 различных общих (т. е. в конусе поло-
жительных полуопределенных квадратичных форм соответствующих
областям наибольшей размерности) L-типов 5-мерных решеток. Каж-
дый общий L-тип определяет примитивный многогранник Вороного.
Используя компьютер, Энгель [Enge98], обнаружил 222 различных
примитивных 5-многогранников Вороного. С использованием этих ре-
зультатов L-тип, пропущенный в [RyBa76], был явно дан в [EnGr02].
Кроме того, Энгель [Enge98] обнаружил, что существуют в точности
179377 5-многогранников Вороного; среди непримитивных 80 являют-
ся зонотопами.

Заметим, что перечислить все n-многогранники Вороного, кото-
рые являются зонотопами— это вполне рутинная работа: существует
взаимно-однозначное отображение между такими n-многогранниками
Вороного и неизоморфными унимодулярными матроидами ранга n.
Это аналогично тому, что все n-зонотопы взаимно-однозначно со-
ответствуют реализуемым ориентируемым матроидам ранга n (см.
гл. 14).

Многогранники Делоне
Теперь мы рассмотрим многогранники Делоне малых размерно-

стей и некоторые операции на многогранниках Делоне.
При n = 2 остовами многогранников Делоне (треугольников с ост-

рыми углами и прямоугольников) являются C3 → 1

2
H3 и C4 = H2.

При n = 3 остовы всех пяти многогранников Делоне— тоже
�1-графы:

γ3 = H3, α3 =
1

2
H3, β3 → 1

2
H4, Pyr 4 → 1

2
H4, Prism 3 → 1

2
H5.
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Все 19 типов 4-многогранников Делоне приведены в [ErRy87].
Прямой проверкой мы получили следующее утверждение, в кото-
ром приводится список всех вложимых среди них; № i, 1 � i � 16
(только в этой главе) и буквы A, B, C соответствуют обозначениям
из [ErRy87].

В 1997 году Кононенко вычислил, что существуют 138 пятимер-
ных многогранников Делоне, а Дютур в 2002 году нашел все 6241
шестимерных многогранников Делоне.

Предположение 11.1.

(i) №16 = γ4 = α1 × γ3 = H4;
(ii) P → 1

2
H4 для следующих многогранников P :

№2 = Pyr (Pyr 4) с G(№2) = K2,2,1,1,
B = Pyr (β3) с G(B) = K2,2,2,1,

C = BPyr (β3) = β4 = 1

2
H4;

(iii) P → 1

2
H5 для следующих полиэдров P :

№1 = Pyr (α3) = α4, №3 = Pyr (Prism 3), №5,
№7 = α1 × α3 = Prism (α3), №9,
№13 с G(№13) = T (5) = J(6, 2);

(iv) P → 1

2
H6 для следующих полиэдров P :

№10 = α2 × α2, №11 = α1 × Pyr 4 = Prism (Pyr 4),
№15 = α1 × β3 = Prism (β3),

A с G(A) = K6 (циклический 4-многогранник);
(v) P → 1

2
H7 для P = №14 = α1 × Prism 3 = Prism (Prism 3);

(vi) следующие полиэдры P не 5-гональны:

№4, №6 = BPyr (Prism 3),
№8 = Pyr (γ3), №12 = BPyr (γ3).

Хорошо известно, что прямое произведение P × P ′ многогран-
ников Делоне P и P ′ —в свою очередь многогранник Делоне, и
G(P × P ′) = G(P ) × G(P ′). Кроме того, для каждого многогран-
ника Делоне P существует пирамида Pyr (P ) и (если P центрально-
симметричен) бипирамида BPyr (P ), которые являются многогранни-
ками Делоне (см. [DeGr93]).

11.4. Паркетины решетчатых разбиений 129

Конструкция прямого произведения сохраняет �1-вложимость
многогранников Делоне. Например, G(P × P ′) → 1

2
Hm+m′ если

G(P ) → 1

2
Hm и G(P ′) → 1

2
Hm′ . Но конструкции пирамиды и бипи-

рамиды могут привести к не 5-гональным многогранникам Делоне,
даже если исходить из многогранников с �1-остовами. Рассмотрим,
например, такие многогранники Делоне:

αn, βn, γn,
1

2
γn (n � 5), Ambo (αn) (n � 4), n-многогранник

Джонсона PJ с G(PJ ) = J(n + 1, k) (3 � k � 
(n + 1)/2�), αn−1 × αn−1

для n � 3; Prism 3, Pyr 4.
У всех у них �1-остовы:

Ambo (αn)→ 1

2
Hn+1, PJ → 1

2
Hn+1, Prism 3 →

1

2
H5, Pyr 4 →

1

2
H4.

Конструкции пирамиды и бипирамиды из них дают �1-многогранники
в следующих случаях:

Pyrm(αn), Pyrm(βn), BPyrm(βn), Pyrm(Pyr 4).

Дополнительно, мы получаем следующие �1-вложения:

— Pyr 2(Prism 3) →
1

2
H5,

— Pyr (Ambo (αn)) → 1

2
Hn+1,

— Pyr (αn−1 × αn−1) →
1

2
H2n.

Включения (i), (ii) ниже показывают, что остовы упомянутых
в них многогранников не 5-гональны, и поэтому они не являются
�1-графами:

(i) граф K5 − K3 — изометрический подграф остовов следующих
восьми типов многогранников:
— Pyr (γn),
— BPyr (γn),
— Pyr 2(Ambo (αn)), n � 6,
— Pyr (PJ )(поскольку K1,k — изометрический подграф J(n+1, k)),

— Pyr
(

1

2
Hn), n � 6,

— Pyr 2(αn−1 × αn−1),
— BPyr (Ambo (αn)), n � 6 и четно,
— BPyr

(
1

2
Hn

)
, n � 6 и четно;

(ii) граф K5 − P2 − P3 является изометрическим подграфом остова
BPyr (Prism 3).
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И наконец, следующие остовы гиперметрические, но не �1 (см.
предложение 4.4 [DeGr93]):

— Pyr
(

1

2
γ5

)
,

— Pyr 2(1

2
γ5),

— Pyr 2(Ambo (α4)),
— Pyr 3(Ambo (α4)),
— Pyr 3(Prism 3), Pyr 4(Prism 3).

Глава 12

Малые многогранники

12.1. Полиэдры, у которых не больше
семи граней

В этой главе №1 означает лишь №1—10, 11—44 из рис. 12.1, 12.2.
Что касается �1-статуса всех десяти полиэдров, у которых не боль-

ше шести граней, о них можно сказать, что все они либо �1-вложимы,
либо не 5-гональны.

К �1-вложимым относятся

→ 1

2
H4 : α3 � α∗

3, Pyr 4 � Pyr ∗4, BPyr 3 = Prism ∗
3, γ∗

3 = β3,

→ 1

2
H5 : Pyr 5 � Pyr ∗5, Prism 3 � BPyr ∗3, (2-усеченный α3)∗, и еще

один (№43 на рис. 12.2);
→ 1

2
H6 : γ3, 2-усеченный α3.

Кроме того, остаются еще: самодвойственный полиэдр с осто-
вом K6 − P6, полиэдр, у двойственного к которому остовом является
K3×2 − e, двойственный к нему(№44 на рис. 12.2) и еще один, у двой-
ственного к которому остовом является K6 − P5.

Предположение 12.1. О 34 полиэдрах (№11—44 на рис. 12.2)
с семью гранями, и двойственных к ним, можно сказать следующее

→ 1

2
H5: 20∗, 21∗, 29∗, 35, 36∗, 38∗, 39 � 39∗, 43;

→ 1

2
H6: 12∗, 14∗, 16∗, 17∗, 18, 19 � 19∗;

→ 1

2
H7: 12, 20, 23;

гиперметрический, но �1-невложим: 13∗;
не 7-гональны: 32∗, 37∗, и не 5-гональны: все остальные (включая

40∗ = 42 и самодвойствнные 34, 41).

Замечание 12.1.

(i) Среди перечисленных выше �1-полиэдров только γ3 двудольный
и только три не являются �1-жесткими: α3 � α∗

3 → 1

2
H3,

1

2
H4;

BPyr 3 → 1

2
H4 (два способа) и 39 � 39∗ → 1

2
H5,

1

2
H6. Простыми

многогранниками среди всех 10+34 полиэдров, у которых не боль-
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2 43 51

7 96 8 10

Рис. 12.1. Все 3-многогранники с не более чем шестью гранями

ше семи граней, являются: α3, Prism 3 =1-усеченный α3, 2-усечен-
ный α3, γ3 и №11, 12 (3-усеченный α3), 13, 20 (1-усеченный γ3),
23 = Prism 5.

(ii) Среди всех 44 полиэдров, у которых не больше семи граней, 20 —
комбинаторно эквиваленты таким, которые заполняют простран-
ство: все десять, кроме Pyr 5, из тех, у которых не больше шести
граней (включая все три не 5-гональные) и №12, 15, 18, 20, 22,
23, 28, 30, 36, 43, 44 (среди них №12, 18, 20, 23, 43 являются �1-
графами).

12.2. Простые полиэдры, у которых не больше
восьми граней

Предположение 12.2. Среди всех 27 кубических графов у ко-
торых не больше десяти вершин, 19 не являются 5-гональными,
а оставшиеся восемь являются �1-графами: не полиэдральный граф
Петерсена → 1

2
H6 и 7 простых полиэдров: i-усеченный α3 → 1

2
H4+i

для всех 0 � i � 3, i-усеченный γ3 → 1

2
H6+i для i = 0, 1 и Prism 5 →

→ 1

2
H7.

Предположение 12.3. Среди остовов всех 14 простых поли-
эдров с восемью гранями (т. е. с 12 вершинами) четыре являются
�1-графами (все вложимы в 1

2
H8): Prism 6, двойственный скручен-

ному дисфеноиду BDS∗, октаэдр Дюрера и γ3, усеченный у двух
смежных вершин. Двойственные к первым двум не 5-гональны, а к
последним двум → 1

2
H6. 4-усеченный α3, а также γ3, усеченный
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41 42 43 44

11 12 14 15

16 17

21 22 23 24 25

26 27 28 29 30

31 32 33 34 35

36 37 38 39 40

13

201918

Рис. 12.2. Все 3-многогранники с семью гранями

у двух вершин на расстоянии 2, не 5-гональны; двойственные к ним
→ 1

2
H7. Пять полиэдров на рис.12.3 соответственно не 5-, 5-, 7-, 7-,

9-гональны; остовы двойственных к ним соответственно: вложимы
в 1

2
H8,

1

2
H7,

1

2
H7,

1

2
H6, не 5-гонален. Оставшиеся три полиэдра

и двойственные к ним не 5-гональны.

Один из этих трех оставшихся полиэдров (а именно, 3-усеченная
Prism 3) — наименьший простой полиэдр с p = (3, 1, 1, p6, 0, . . . ); та-
кие полиэдры существуют (смотри с. 271 в [Grün67]) если и только
если p6 —нечетное число, не равное единице. Октаэдр Дюрера, упо-
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Рис. 12.3. Некоторые простые восьмигранники

мянутый выше,— это γ3, усеченный у двух противоположных вершин.
Он так называется, поскольку присутствует на картине Дюрера «Ме-
ланхолия», 1514, Там этот многогранник изображен лежащим на своей
треугольной грани.

Замечание 12.2.

(i) Остовы всех простых �1-полиэдров с f � 8 гранями (их восемь)
вложимы в 1

2
Hf ; все они, за исключением α3, �1-жестки, и кроме

того, γ3 → H3, Prism 6 → H4.
(ii) Остовы полиэдров в центре рис.12.3 и одного из трех не 5-гональ-

ных простых восьмигранников, двойственные к которым тоже не
5-гональны, являются двумя наименьшими 3-регулярными гра-
фами с тривиальной группой автоморфизма.

(iii) Среди остовов одиннадцати простых полиэдров, гранями которых
служат только k-угольники, k � 5, (они двойственны всем восьми
выпуклым дельтаэдрам, 1-усеченному α3, 1-усеченному γ3 и ок-
таэдру Дюрера) остовы только двух (двойственных 3-вытянутой
Prism 3 и дважды каппингованной APrism 4) не являются �1-гра-
фами.

Глава 13

Полиэдры с двумя типами граней

Обозначим (k; a, b; pa, pb) любой k-валентный полиэдр, гранями
которого являются только pa a-угольников и pb b-угольников, где
3 � a < b и pa > 0, pb � 0. Будем называть его полиэдром с двумя ти-
пами граней У любого полиэдра с двумя типами граней (k; a, b; pa, pb)
и с n вершинами есть

kn

2
= (apa + bpb)

2

ребер, и он удовлетворяет соотношению Эйлера

n − k
n

2
+ (pa + pb) = 2,

т. е.
n = 2(pa + pb − 2)

k − 2
.

Приравняв эти два выражения для n, мы получаем

pa(2k − a(k − 2)) + pb(2k − b(k − 2)) = 4k. (13.1)

Это равенство влечет a < 2k/(k − 2). Действительно, если предпо-
ложить справедливость неравенства 2k � a(k − 2), то оно влечет
неравенство 2k < b(k − 2). Вместе эти неравенства и 13.1 ведут к
противоречию k � 3. Поэтому для (k, a) есть только возможности
(3, 5), (3, 4), (3, 3), (4, 3), (5, 3).

Далее, поскольку b > a, мы получаем b = 2k/(k − 2) только для
(k, b) = (3, 6), (4, 4), а b < 2k/(k − 2) только для шести простых (т. е.
для которых k = 3) полиэдров при (a, b) = (3, 4), (3, 5), (4, 5).

Если pb = 0, то приведенные выше пять возможных значений
(k, a) дают (комбинаторно) платоновы полиэдры Do , γ3, α3, β3, Ico ,
соответственно.

Если pb = 1, то полиэдров с двумя типами граней не существует.
Если pb = 2, то не существует полиэдров с двумя типами граней

при (k, a) = (3, 3), а при (k, a) = (3, 4), (3, 5), (4, 3), (5, 3) получаются
полиэдры: Prism b, Barrelb (двойственный 2-каппингованной APrism b),
APrism b и снаб APrism b. Последний полиэдр состоит из таких трех
циклов: внешний (x1, . . . , xb), средний (y1, y′

1, . . . , yb, y′
b), и внутрен-

ний (z1, . . . , zb), где xi ∼ yi, y′
i, yi+1 и zi ∼ y′

i−1, yi, y′
i для всех

циклично упорядоченных i = 1, . . . , b. Этот полиэдр называется снаб
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APrism b, поскольку при b = 4 это (комбинаторно) хорошо известный
полиэдр с правильными гранями— снаб APrism 4. Она 5-гональна, но
не 7-гональна. Заметим, что снаб APrism 3 иногда называют снаб-
тетраэдром; У него такой же остов, как и у Ico , но группой симмет-
рии является T . Многогранник Barrelb := (2-APrismmb)∗ (см. гл. 4) —
это аналог Prism b, только слой 4-угольников заменяет двумя слоями
5-угольников; у него 4b вершин.

Предположение 13.1. Справедливы следующие утверждения:

(i) Prism b → 1

2
Hb+2 (и более того, → H(b+2)/2 для четных b),

Prism ∗
b → 1

2
H4,

1

2
H4, не 5-гонален при b = 3, 4, b � 5 соответ-

ственно;
(ii) APrism b → 1

2
Hb+1,

APrism ∗
b → H3, не 5-гональна при b � 4;

(iii) Barrel3 =октаэдр Дюрера → 1

2
H8, Barrel∗3 → 1

2
H6,

Barrel5 = Do → 1

2
H10, Barrel∗5 → 1

2
H6,

Barrel4 не 5-гонален (см. рис. 6.4 d)), Barrel∗4 гиперметрический,
но не �1-вложим,
при b > 5 оба — и Barrelb, и двойственный ему не 5-гональны;

(iv) снаб APrism 3 = Ico → 1

2
H6, двойственная ей → 1

2
H10,

снаб APrism 4 не 7-гональна, двойственная ей не 5-гональна,
при b � 5 оба — и снаб APrism b и двойственный ей, не 5-гональны.

В дальнейшем бы будем рассматривать в основном полиэдры
с двумя типами граней при pb � 3. Вначале рассмотрим простые
полиэдры с двумя типами граней, т.е. случай k = 3. При b < 6 имеется
только шесть таких полиэдров: октаэдр Дюрера (т. е. γ3, усеченный
в двух противоположных вершинах) и пять двойственных дельтаэд-
ров (Prism 3 и двойственные BPyr 5, снаб дисфеноиду, 3-пополненной
Prism 3, 2-каппингованная APrism 4). Более того, имеется только один-
надцать простых полиэдров с

∑
i�3 pi = p3 + p4 + p5: шесть вышена-

званных, оставшиеся три двойственных дельтаэдра (α3, γ3, додекаэдр)
и 1-усеченный γ3, 2-усеченный α3, для которых (p3, p4, p5) = (1, 3, 3),
(2, 2, 2) соответственно. �1-статус всех этих полиэдров и двойственных
к ним известен (см. выше).

Простые n-вершинные полиэдры с двумя типами граней при b = 6
мы будем обозначать как an при a = 3, 4, 5: 3n, 4n, 5n (фуллерены).
Их параметр pa не зависит от n: p3 = 4, p4 = 6, p5 = 12. Ниже будут
рассматриваться полиэдры an, a = 3, 4, 5, а также как и интересный
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Рис. 13.1. Некоторые медиальные полиэдры Гольдберга1).

1)Заметим, что на рис. 13.1 самый нижний пятиугольник полиэдра XXXII
(футбольный мяч С60Ih) изображенный ошибочно в виде двух смежных четы-
рехугольников.
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случай (4; 3, 4; p3, p4), в котором параметр p3 = 8 тоже постоянный.
Последние полиэдры мы обозначим ocn и будем называть их октаэд-
ритами.

13.1. Медиальные полиэдры Гольдберга
В 1935 году, Гольдберг [Gold35] ввел фуллерены (при несколько

более общих предположениях). Он заметил, что в 1882 году Киркман
нашел более 80 (из 89) изомеров F44. При n �= 18, 22, Гольдберг
определил медиальный полиэдр с n вершинами как простой поли-
эдр, для которого все грани являются

⌊
6 − 24

n + 4

⌋
-угольниками или⌊

7 − 24

n + 4

⌋
-угольниками. Если 20 � n �= 22, то медиальные поли-

эдры являются фуллеренами. Поэтому мы распространяем обозна-
чение Fn но произвольный медиальный полиэдр с n вершинами. На
рис. 13.1 изображены эти медиальные полиэдры, последние девять из
которых это— F20(Ih), F24(D6d), F26(D3h), F28(Td), F28(D2), F36(D3h),
F36(D6h), C60(Ih) и C80(Ih) (C80(Ih) назван в [Gold35] шамферингован-
ным додекаэдром).

Таблица 13.1

Все k-валентные полиэдры с только a-угольными и b-угольными гранями,
3 � a < b � 6, pa > 0, pb > 0

(a, b) k = 3 k = 4 k = 5

(5, 6)
5n(фуллерен) существует,
если и только если p6 � 2

− −

(4, 6)
4n существует, если
и только если p6 � 2

− −

(3, 6)
3n существует, если

и только если p6 � 4, четно
p3 = 8 + 2p6,
n = 6 + 3p6

p3 = 20 + 8p6,
n = 12 + 6p6

(4, 5)
только для двойственных

дельтаэдров − −

(3, 5) только октаэдр Дюрера p3 = 8 + p5,
n = 6 + 2p5

p3 = 20 + 5p5,
n = 12 + 4p5

(3, 4) только Prism 3

p3 = 8, n = 6 + p4

существует, если и
только если p4 � 2

p3 = 20 + 2p4,
n = 12 + 2p4

существует, если и
только если p4 � 2
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Рис. 13.2. Квазимедиальные полиэдры �F 18(C2v) и �F 22(C2v)

Медиальные полиэдры были введены Гольдбергом как предпола-
гаемое наилучшее (изопериметрически) приближение к сфере в классе
полиэдров с заданным числом f граней. Медиальный полиэдр с f

гранями— это полиэдр с двумя типами граней (k = 3; a =
⌊
6 − 12

f

⌋
,

b = a + 1; pa, pb = f − pa). Он существует при всех f � 4, кроме
f = 11, 13. При f = 4, . . . , 10, 12 такие полиэдры в точности представ-
ляют собой двойственные восьми выпуклым дельтаэдрам: α3, Prism 3,
Prism 4 = γ3, Prism 5, двойственному снаб дисфеноиду, двойственному
3-пополненной Prism 3, Barrel4 и Barrel5 = Do (см. случай k = 3
табл. 13.1 ниже).

Следующие два полиэдра, изображенные на рис. 13.2, почти ме-
диальны; мы назовем их квазимедиальными полиэдрами с 18 и 22
вершинами и будем обозначать их �F 18(C2v) и �F 22(C2v). �F ∗

18(C2v)—
это икосаэдр со склеенными ребрами (см. [King91]), изображенный
на рис. 8.8. �F 22(C2v)— это однореберно усеченный додекаэдр, упомя-
нутый на с. 274 в [SaMo97]. У этого полиэдра— десять пятиугольных
граней; это наибольшее число граней, которое может быть у простых
полиэдров с 22 вершинами. И �F 18(C2v), и �F 22(C2v), а также двойствен-
ные им не 5-гональны.

Простые полиэдры с двумя типами граней при b > 6 были рас-
смотрены в [Malk70]. Кроме соотношения Эйлера (6 − a)pa = 12 +
+ (b − 6)pb мы имеем:

— если a = 3, то b ∈ {7, 8, 9, 10};
— если a = 4, b ≡ 0 (mod 8), то pb четно;
— если a = 5, b ≡ 0 (mod 10), то pb четно.

В статье [Malk70] утверждается, что перечисленные выше необ-
ходимые условия (для существования такого полиэдра) к тому же
достаточны, и есть только конечное число исключений. Полиэдров
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(3; 3, b; p3, pb) при b < 6 только два: Prism 3 и октаэдр Дюрера; оба они
�1-вложимы в 1

2
H5,

1

2
H8 соответственно. Полиэдры (3; 3, b; p3, pb) при

b = 6, 8, 10 не 5-гональны, поскольку они содержат изометрический не
5-гональный подграф (треугольники изолированы), состоящий из вер-
шины, окруженной треугольником и двумя многоугольниками с чет-
ным числом вершин. Примерами �1-графов среди двойственных к ним
служат три всюду каппингованных платоновых тела α3, β3, Ico .

Теперь рассмотрим непростые полиэдры с двумя типами граней.
Имеется только два класса непростых полиэдров с двумя типами
граней, а именно, (4; 3, b; p3, pb) и (5; 3, b; p3, pb). Перечислим все воз-
можные (k; a, b) при b � 6: это (4; 3, 6), (4; 3, 5), (4; 3, 4), (5; 3, 6),
(5; 3, 5), (5; 3, 4). В каждом из этих случаев имеется бесконечное число
таких полиэдров. А именно,

(5; 3, 4; p3, p4) существует для любого p4 > 1, [Fisc75];
(4; 3, 4; p3, p4) существует для любого p4 > 1, [Grün67, P. 282].
Бесконечное число примеров построено для каждого из остав-

шихся четырех случаев в [Grün96] (все они, за исключением тетракис
усеченного октаэдра (4;3,6;24,8), не �1-вложимы).

Напомним, что если P —полиэдр (k; a, b; pa, pb) с n вершинами,
то Ambo (P )— это 4-валентный полиэдр с pa a-гранями, pb b-гранями
и, кроме того, с n k-гранями. Итак, у Ambo (P ) два типа граней если
и только если k ∈ {a, b}. Все возможные случаи для Ambo (P ) и его
параметров таковы:
(i) k = a = 3, 4, 5,
(ii) Ambo (P ) = (OC)2n если P = (OC)n,
(iii) Ambo (P ) = (4; 3, 5; 20 + 5p5, 12 + 5p5), если P = (5; 3, 5; p3, p5).

(в (iii), мы используем соотношение 13.1, которое дает p3 = 20 + 5p5.)
Если мы рассмотрим только P , для которых b � 6, то в дополне-

ние к (ii) и (iii) мы получим:
(i.1) Ambo (P ) = (OC)9 если P = Prism 3 = (3; 3, 4; 2, 3),
(i.2) Ambo (P ) = (4; 3, 5; 14, 6) если P — октаэдр Дюрера,
(i.3) Ambo (P ) = (4; 3, 6; n + 4, n/2 − 2) если P = 3n.

Заметим, что случаи (ii), (iii), (i3) этой Ambo (P )-конструкции то-
же приводят к бесконечному числу полиэдров с двумя типами граней
при k = 4, a = 3 и b = 4, 5, 6.

У двойственного к полиэдру с двумя типами граней (k, a, b) есть
вершины двух валентностей: a и b. Мы обозначим число вершин
с такими валентностями va и vb. В соответствии с [Juco70], самодвой-
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ственный полиэдр при p = (pa, pb), 3 � a < b существует, если
и только если pi = vi, i = a, b, a = 3 и pa = p3 = n − pb, pb = n − 4

b − 3
.

Таким образом, при pb = 0, 1 это α3, Pyr b. При b = 4, подслучай
n ≡ 1 (mod 4) реализован k-вытянутой Pyr 4, для которой p = (p3 = 4,
p4 = 4k+1); итак, все описанные выше полиэдры вложимы в полукуб.
Но полиэдры при b = 4 и n = 6, 7, 8 не 5-гональны (остовом служит
K6 − P6 для n = 6). Кроме того, для жиробифастигума (полиэдра
с правильными гранями) p = (p3, p4) = v = (v3, v4) = (4, 4), но он не
самодвойственный; он сам и двойственный к нему не 5-гональны.

Еще одним красивым примером полиэдра с двумя типами граней
и с двумя вершинными валентностями служит химерическое обра-
зование из куба и додекаэдра. Для него p = (p4 = 6, p5 = 12)
и v = (v3 = 20, v4 = 6); это фундаментальная область наимень-
шего (по объему) известного замкнутого гиперболического простран-
ства (см. [Week85]). Ни он сам, ни двойственный к нему с остовом
K6 − K3 − K2 не 5-гональны.

13.2. Правильногранные полиэдры
с двумя типами граней

Приведем примеры �1-полиэдров среди непростых полиэдров с
двумя типами граней:

ромбикубоктаэдр = (4; 3,4; 8,18) → 1

2
H10,

тетракис усеченный β3 = (4; 3,6; 24,8) → 1

2
H12,

снаб γ3 = (5; 3, 4; 32, 6) → 1

2
H9,

снаб Do = (5; 3,5; 80,12) → 1

2
H15,

а среди двойственных им— оба зоноэдра Каталана. Двойственные
к перечисленным шести �1-полиэдрам не 5-гональны. Только у трех
архимедовых полиэдров грани более чем двух типов: у ромбикосидо-
декаэдра → 1

2
H9 и двух больших зоноэдров.

Списки известных �1-полиэдров среди полиэдров с двумя типами
граней и двойственных им приведены в табл. 13.2 и 13.3; они взяты
из [DeGr99] и [Deza02].

Оказывается, что все известные �1-полиэдры (или обладающие �1

двойственными) с двумя типами граней являются a- или b-правиль-
ногранными. Полиэдр, все грани которого— a- или b-угольники, на-
зывается a-правильногранным если каждая a-угольная грань смежна
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Таблица 13.2

Известные полиэдры с двумя типами граней с вложимыми остовами

k a, b pa, pb полиэдр вложим в ta, tb

3 3,5 2,6 октаэдр Дюрера
1

2
H8 0,4

3 4,5 4,4 двойственный снаб дисфеноид
1

2
H8 1,2

3 4,6b b,2 Prism b (вкл. b = 3)
1

2
Hb+2 2,0

3 4,6 6,8 tr(β3) H6 0,3

3 4,6 6,12 Cham (γ3) H7 0,4

3 4,6 6,12 скрученный Cham (γ3) H7 0,4

3 5,6 12,3 фуллерен 526(D3h)
1

2
H12 -,0

3 5,6 12,10 фуллерен540(Td)
1

2
H15 2,-

3 5,6 12,12 фуллерен 544(T )
1

2
H16 2,3

3 5,6 12,30 Cham (Do )
1

2
H22 0,4

4 3,b 2b,2 APrism b
1

2
Hb+1 2,0

4 3,4 8,4m 2-каппингованный(C4 × Pm+1)
1

2
H2m+4 2,

4 3,4 8,3 Ambo (Prism 3)
1

2
H6 -,1

4 3,4 8,4 с симметрией D2
1

2
H6 -,0

4 3,4 8,10 6-вытянутый предыдущий
1

2
H8 1,-

4 3,4 8,10 6-вытянутый 2 − (C4 × P2)
1

2
H8 1,-

4 3,4 8,18 ромбокубоктаэдр
1

2
H10 0,-

4 3,6 24,8 тетракис tr(β3)
1

2
H12 2,3

5 3,4 32,6 снаб γ3
1

2
H9 -,0

5 3,5 80,12 снаб Do
1

2
H15 -,0

одному и тому же числу ta a-угольных граней; он называется b-пра-
вильногранным, если каждая b-угольная грань смежна одному и тому
же числу tb b-угольных граней. Классификацию таких полиэдров
с двумя типами граней можно найти в [DeGr01] и [BrDe99]. Заметим,
что 2-каппигованный(C4 ×Pm+1) является a-правильногранным, при-
чем ta=3 = 2; он является b-правильногранным, если и только если
m = 1, 2 (причем tb=4 = 2, 3 при m = 1, 2 соответственно).
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Таблица 13.3

Известные полиэдры с двумя типами граней, остов двойственных
к которым вложим

k a, b pa, pb полиэдр вложим в ta, tb

3 3,4 2,4 Prism 3
1

2
H4 0,2

3 3,5 2,6 октаэдр Дюрера
1

2
H6 0,4

3 3,6 4,4 tr(α3)
1

2
H7 0,3

3 3,6 4,6 Cham (α3)
1

2
H8 0,4

3 3,6 4,6 скрученный Cham (α3)
1

2
H8 0,4

3 3,6 4,12 4-tr(Do )
1

2
H10 0,5

3 3,6 4,16 tr(всюду каппингованный α3)
1

2
H11 0,-

3 3,7 6,6 6-tr(γ3)
1

2
H10 0,4

3 3,7 8,12 8-tr(Do )
1

2
H14 0,5

3 3,7 8,12 8-tr(Do )
1

2
H14 0,5

3 3,8 8,6 tr(γ3)
1

2
H12 0,4

3 3,8 12,12 12-tr(Do )
1

2
H18 0,5

3 3,8 12,12 12-tr(Do )
1

2
H18 0,5

3 3,9 16,12 16-tr(Do )
1

2
H22 0,5

3 3,10 20,12 tr(Do)
1

2
H26 0,5

3 5,6 12,4 фуллерен 528(Td)
1

2
H7 3,0

3 5,6 12,8 фуллерен536(D6h)
1

2
H8 2,−

3 5,6 12,20 560 = tr(Ico )
1

2
H10 0,3

4 3,4 8,6 кубоктаэдр H4 0,0

4 3,4 8,4m 2 − (C4 × Pm+1) = (C4 × Pm+2)
∗ Hm+3 2, -

4 3,5 20,12 икосидодекаэдр H6 0,0

4 3,5 16,8 4-каппингованный tr(β3) H7 2,3

Замечание 13.1.

(i) В последних столбцах в табл. 13.2, 13.3 приведены, когда это
уместно, числа ta, tb. Все правильногранные (т. е. для которых
имеются оба числа, и ta, и tb) полиэдры с двумя типами граней



144 Глава 13. Полиэдры с двумя типами граней

любой степени k (см. [Deza02]) находят свое место среди полиэд-
ров, данных в этих таблицах.

(ii) Для всех �1-полиэдров из табл. 13.2 (за исключением Prism 3, ок-
таэдра Дюрера и 2-каппингованного C4 × Pm+1) двойственные
полиэдры не 5-гональны.

(iii) Многие из �1-полиэдров P из обеих табл.13.2 и 13.3 вкладываются
в 1

2
H2d, где d—диаметр P . Но, например, диаметр двойственного

усеченного α3 равен двум, а двойственного усеченного додекаэд-
ра — четырем.

13.3. Операции над полиэдрами
с двумя типами граней

Рассмотрим некоторые операции, переводящие полиэдр P с дву-
мя типами граней в другой полиэдр с двумя типами граней. Пусть
(k; a, b; pa, pb)—параметры полиэдра P . Если b = 2k, тогда двойствен-
ный всюду каппингованному P называется в [FoMa95] липфрогом
полиэдра P . Его параметрами являются (3; a, b; pa, pb + |V (P )|) и у
него k|V (P )| вершин. Напомним, что если b = 2k = 6, то параметра-
ми шамферинга P (замены всех ребер шестиугольниками) являются
(3; a, b; pa, pb + |E(P )|) и у него 4|V (P )| вершин.

Все 5n, 4n, 3n с икосаэдральной, октаэдральной, тетраэдральной
симметрией соответственно, охарактеризованы в [Gold37]. Для них
n = 20(a2 + ab + b2), 8(a2 + ab + b2), 4(a2 + ab + b2) соответственно,
при a � b � 0. Случаи b = 0 и a = b соответствуют полной симметрии
Ih, Oh, Td. Липфрог (и шамферинг) Do , γ3, α3 соответствуют случаю
a = b = 1 (a = 2, b = 0 соответственно); эти липфроги являются усе-
ченными Ico , β3, α3 соответственно. Ясно, что каждый из классов всех
5n, 4n, 3n замкнут относительно операций липфрога и шамферинга.

Пусть P , P ′ — два платоновых полиэдра соответственно с пара-
метрами (k, l, n, f) и (k′ = k, l′, n′, f ′), описывающими размер гра-
ней, валентность, число вершин и число граней. Рассмотрим выпук-
лый полиэдр P +fP ′, полученный присоединением копии P ′ к каждой
из граней P . Тогда (P + fP ′)∗ —полиэдр с двумя типами граней,
параметры которого равны (k; l′, l(l′−1); f(n′−k), n). Случай P ′ = α3

соответствует всюду каппингу симплициального P . Ясно, что в то
время как α3 + iα3, β3 + iα3 являются �1-вложимыми при 0 � i � f ,
для α3 + iβ3 при 2 � i � 4 и β3 + iβ3 при 1 � i � 8 верно обратное.
(Здесь P + iP ′ присоединение P ′ только к i граням P .)

Для заданного пролиэдра P определим P + Pyrq (P + Prism q,
P + APrism q) как полиэдр, полученный присоединением новой вер-
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шины ко всем вершинам q-угольной грани (присоединением соответ-
ственно Prism q, APrism q к q-угольной грани).

Случаи, когда Pyrm +Prismm вложимы, рассмотрим в следствие
4.1 в гл. 4. Заметим, что APrism n → 1

2
Hn+1, но APrism n + APrism n

не 5-гонален. Золотой додекаэдр из [HiPe89], т. е. Do с APrism 5 на
каждой из его 12 граней не 5-гонален.

Вложимость вытягивания P + Prismm полиэдра P вдоль изомет-
ричной m-угольной грани влечет следующую вложимость. Пусть P —
полиэдр с вершиной v такой, что P − v → 1

2
Hm. Тогда P , усечен-

ный у вершины v, вложим в 1

2
Hm+2. Например, такое усечение P

у двух противоположных верхушек вложимо: в 1

2
H10 если P есть Ico

(т. е. 2-каппинованная APrism 5); в
1

2
H9 если P есть 2-каппингованная

APrism 4 (она гиперметрична и ее гиперметрика экстремальна); H4,
если P — β3 = APrism 3;

1

2
H11, если P — 5∗24 (т. е. если P —2-каппинго-

ванная APrism 6, которая не 5-гональна).
Среди всех 92 полиэдров с правильными гранями, 19 являются

вытянутыми P (т. е. получаются из P добавлением или вставкой
призмы), 27 являются i-пополненными P , т. е. i-каппингами P . На-
пример, пентакис APrism 5 и Do являются вложимыми, пентакис Pyr 5

и Prism 5 — не 5-гональны, тетракис Prism 3 и APrism 4 гиперметриче-
ские, но не �1-невложимы.

13.4. Полиэдры 3n и 4n

Напомним, что мы обозначаем n-вершинный простой полиэдр
с двумя типами граней при b = 6 как an, a = 3, 4, 5. Уравнение 13.1
дает при этом pa = 12

6 − a
, т. е. p3 = 4, p4 = 6, p5 = 12.

Вложимость 3n, 4n и двойственных к ним описана ниже.
Предположение 13.2.

(i) Перечислим все, кроме куба, известные �1 вложимые 4n: Prism 6,
усеченный октаэдр, шамферингованный куб и скрученный шам-
ферингованный куб.

(ii) Октаэдр — это единственный �1-вложимый двойственный 4n.
(iii) Тетраэдр— это единственный �1-вложимый 3n.
(iv) Перечислим все, кроме тетраэдра, известные �1 вложимые 3∗n:

триакис тетраэдр 3∗12 → 1

2
H7, двойственные шамферингован-

ному и скрученному тетраэдрам, то есть, оба 3∗16 → 1

2
H8,
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Рис. 13.3. Не 5-гональные конфигурации в 3n и 4∗
n

4-каппингованный на несмежных фасетах Ico 3∗28 → 1

2
H10 и

двойственный липфрогу триакис тетраэдра 3∗36(Td) →
1

2
H11.

Доказательство. Чтобы доказать, что указанные выше полиэд-
ры �1-невложимы, мы просто представим (см. рис. 13.3) не 5-гональ-
ные конфигурации, содержащиеся в их остовах. Коэффициенты bi

нарушаемого 5-гонального неравенства по-прежнему равны, соответ-
ственно, 0—для вершин, отмеченных черным, −1—для вершин, от-
меченных квадратиком, и 1—для вершин, отмеченных белым круж-
ком.

В теореме 2 из [GrMo63] утверждается, что 3n существуют для
всех n ≡ 0 (mod 4), кроме n = 8, и предоставляется полное описание
их остовов.

Поскольку 34 = α3 → 1

2
H3,

1

2
H4, он не �1-жесткий. «Мнимый» 38

дважды, но не трижды связный и он также не 5-гонален.
Имеется в точности N3(n) полиэдров 3n при 1 � n

4
� 30, где N3(n)

задается в таблице ниже:

n/4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

N3(n) 1 0 1 2 1 2 2 4 3 3 2 7 3 4 5

n/4 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

N3(n) 8 3 7 4 9 7 6 4 14 6 7 8 12 5 13

Из теоремы 3.4 в [Sah94] следует, что N3(n) = O(n). Ясно, что
α3 — единственный 3n с граничащими треугольниками. Итак, любой
3n, n > 4, не 5-гонален, поскольку содержит не 5-гональный изомет-
рический подграф, изображенный слева на рис. 13.3. Нам известны
шесть �1-полиэдров 3∗n. Вычисления в [Duto02] показали, что при
n � 136 других не существует.

13.4. Полиэдры 3n и 4n 147

a) мнимый 38 b) оба 316

c) 328(T ) d) 328(D2d)
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g) 4-усечения 540

Рис. 13.4. Некоторые графы 3n

За исключением α3 и единственного 312 = усеченный α3, лю-
бой 3n является 4-вершинным усечением простого полиэдра больше
с
∑

i�3 pi = p4 + p5 + p6 (таким образом, из неравенства Эйлера∑
i�3(6 − i)pi = 12, следует, что p5 = 12 − 2p4). Имеет n − 8 вершин

(и n = 28 + 2p6 − 2p4). В частности, 3n — это 4-вершинное усечение
фуллерена 5n−8 если и только если у этого 5n−8, есть четыре вершины
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типа (5, 5, 5), попарные расстояния между которыми равны по мень-
шей мере трем; при этом любая пара треугольников разделена более,
чем одним шестиугольником. У такого 5n−8 есть либо четыре изоли-
рованные тройки пятиугольников, либо два изолированных набора по
шесть пятиугольников. 3∗n → 1

2
Hm если и только если 5∗n−8 → 1

2
Hm−4.

При малых значениях n имеем (см. рис. 13.4; отмеченные верши-
ны обозначают усечение):

1. Ровно семь из 3n возникают как 4-вершинные усечения двой-
ственных дельтаэдров: единственный 312 из α3, оба 316 (шамфе-
рингованный и снаб шамферингованный α3) из γ3, единствен-
ный 320 из двойственного снаб дисфеноиду, оба 324 из двой-
ственной 2-APrism 4 и один (из двух) 328 из Do . Второй 328

получается из простого полиэдра с 12 гранями, у которого p =
= (p4, p5, p6) = (4, 4, 4).

2. Ровно 6 из 3n возникают как 4-вершинные усечения фуллеренов
5m, 20 � m � 36: один 328 из 520, 332 из 524, один 336 из 528(D2),
еще один 336 из 528(Td), 340 из 532(D2), 344 из 536(D2); каждый
из этих шести фуллеренов обладает единственным, с точностью
до симметрии, множеством из четырех вершин, попарные рассто-
яния между которыми � 3.

В теореме 1 из [GrMo63] утверждается, что 4n существует для
любого четного n � 8 кроме n = 10. Ясно, что 4n двудольный и име-
ется бесконечное число центрально симметричных 4n. Следовательно,
либо он вкладывается в Hm, либо не 5-гонален. При 4 � n

2
� 30,

существуют N4(n) полиэдров 4n, где N4(n) даны в таблице ниже:
Из теоремы 3.4 в [Sah94] следует, что N4(n) имеют порядок O(n3).

n/2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

N4(n) 1 0 1 1 1 1 3 1 3 3 3 2 8 3

n/2 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

N4(n) 7 7 7 5 14 6 12 12 13 10 23 12 19

Единственный �1-полиэдр из 4∗n — это 4∗8 = β3 → 1

2
H4, поскольку

остальные 4∗n содержат следующий не 5-гональный изометрический
7-вершинный подграф: C{1,...,6} с хордами (1, 3), (4, 6), к которому
добавлена одна новая вершина, соединенная с вершинами 1, 3, 4, 6.
Ясно, что 48 = γ3, 412 = Prism 6, усеченный β3 — это 424 (один из трех),
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a) γ3 b) Prism 6 c) усеченный β3 d) один из 436

(как реберное
усечение)

e) единственный
414

f) единственный
416

g) единственный 418 h) один из 420
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i) скрученный Cham (γ3) j) Cham (γ3)

Рис. 13.5. Некоторые графы 4n

два 432 — это Cham (γ3) и скрученный Cham (γ3) (см. рис. 13.5). Эти
пять полиэдров — все известные �1 вложимые 4n (см. [DDS05]). Они
вложимы в H3, H4, H6, H7, H7 соответственно. Первые три — это по-
лиэдры Вороного, Cham (γ3)— это не заполняющий пространство зо-
ноэдр, а скрученный— центрально несимметричен (это единственный
из перечисленных выше пяти полиэдров, который, в терминах следую-
щей главы, не является эквиразрезным графом). Вычисления [Duto02]
показывают, что не существует других �1-вложимых 4n при n � 96.
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Cham t(γ3) является �1-вложимым только при t = 1. При n ≡ 2

(mod 6), двойственный к полиэдру, являющемуся столбцом из n − 2

6
октаэдров β3, есть полиэдр 4n; при n > 8, он и двойственный ему не
5-гональны. Примерами полиэдров 4n без пар смежных 4-угольников
служат Cham t(γ3) ( t � 1) с 8a2 вершинами, где a � 2 есть функция
t, и двойственные к следующим полиэдрам: тетракис куб, кубокта-
эдр, скрученному кубоктаэдру (т. е. треугольная ортобикупола №47),
жировытянутая треугольная бикупола и снаб куб. У двойственных
соответственно по 24, 32, 32, 44, 56 вершин. Последние два не 5-гональ-
ны. «Двойственный тетракис» выше обозначает усечение на шести
4-валентных вершинах двойственного полиэдра.

С другой стороны, любой 4n, у которого каждая пара 4-угольни-
ков разделена по крайней мере тремя ребрами (например, Cham t(γ3),
t � 2), возникает как 6-реберное усечение (вместо ребер помещают
4-угольники) фуллерена 5n−12. Следовательно, у такого 4n нет пар
смежных 4-угольников, и более того, у соответствующего 5n−12 име-
ется шесть пар смежных пятиугольников. Многие 4n получаются как
6-реберные усечения 5n при более слабых условиях: Cham (γ3) из 520,
tr(β3) из α3. Кроме того, усеченный β3 — это 6-реберное (по непере-
секающимся ребрам) усечение 412 = Prism 6, Prism 6 — это 2-реберное
(по непересекающимся ребрам) усечение 48 = γ3, γ3 есть 2-реберное
(по непересекающимся ребрам) усечение α3. Подходящие 6-реберные
(по неперескающимся ребрам) усечения 524 (двойственной 2-APrism 6)
дает 436 и так далее (см. рис. 13.5).

13.5. Еще раз о полиэдрах 5n (фуллеренах)
В теореме 1 из [GrMo63] утверждается, что 5n существует для

любого четного n � 20 кроме n = 22. Полиэдры 5n, т. е. полиэдры
(3; 5,6; 12, p6) с двумя типами граней, называются в химии фуллере-
нами; см. гл. 2. На самом деле, все 5n — это случаи f = 2 +

n

2
� 12

медиальных полиэдров (ср. с гл. 13.1).
По теореме 3.4 из [Sah94] (основанной на результате из [Thur98]),

число N5(n) полиэдров 5n имеет порядок O(n9). Перечислим все из-
вестные �1-вложимые 5n:

Do = 520 → 1

2
H10, 526 → 1

2
H12,

540(Td) →
1

2
H15, 544(T ) → 1

2
H16

и Cham (Do ) = 580(Ih) → 1

2
H22.
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Последний из них — это двойственный пентакис икосидодекаэдр. Его
скрученный вариант не �1-вложимы. Перечислим также все известные
�1 вложимые 5∗n:

Ico = 5∗20 → 1

2
H6,

гексакис усеченный α3 = 528(Td) →
1

2
H7,

гексакис APrism 2
6 = 5∗36(D6h) → 1

2
H8,

и пентакис Do = 5∗60(Ih) → 1

2
H10.

На самом деле, никаких других �1-вложимых 5n, и 5∗n не существует
при n < 60; по-видимому, они не существуют и при других n. Все семь
перечисленных выше фуллеренов таких, что они сами или двойствен-
ные им �1-вложимы, обладают наивысшей симметрией для их числа
вершин и все они, за исключением двойственного к 528(Td) диаметра
3, обладают соответствующим вложением в 1

2
H2m, где m—диаметр

остова. 528(Td)— единственный не антиподальный среди них.
Некоторые интересные классы 5n были упомянуты выше в гл. 2:

510(t+1) = (2-APrism t
5)

∗, 512(t+1) = (2-APrism t
6)

∗, t � 1,

и те (с четырьмя изолированными тройками пятиугольников), ко-
торые возникают при стягивании четырех треугольников в каком-
либо 3n.

13.6. Полиэдры ocn (октаэдриты)
Это 4-валентные полиэдры с двумя типами граней, с n верши-

нами и с параметрами (4; 3,4; p3, p4). Итак, согласно 13.1, p3 = 8 и
n = 6 + p4. Исключая 3n, 4n, 5n, это единственный случай полиэдров
с двумя типами граней, для которых pa фиксировано для данных
(k, b). В [Grün67], с. 282, доказано существование ocn для всех n � 6,
кроме n = 7.

Заметим, что двойственные октаэдриты oc∗n — это в точности слу-
чай d = 3 почти простых кубичных d-многогранников в терми-
нах [BlBl98]. В действительности в [BlBl98] дана характеризация та-
ких d-многогранников при d � 4. Нетрудно перечислить все почти
простые кубичные 2-мерные комплексы; это P2 × Pn для любого ко-
нечного n и P2 × Z+, P2 × Z, т. е. бесконечные в одном или обоих
направлениях (соответственно) полосы квадратов, также с удаленной
вершиной или ребром. Но разнообразие таких d-многогранников ста-
новится слишком большим для исключительного случая d = 3.
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Числа Noc(n) полиэдров ocn при 6 � n � 30 приведены в таблице
ниже:

n 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Noc(n) 1 0 1 1 2 1 5 2 8 5 12 8 25

n 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Noc(n) 13 30 23 51 33 76 51 109 78 144 106 218

Ясно, что Ambo (ocn)— это oc2n. Другая операция, а именно,
вставка в некоторый ocn кольца из m 4-угольников вдоль простого
прямого цикла (определенного в гл. 1 см. с. 23), дает ocn+m; будем
назвать его m-вытягиванием, см. гл. 1. Например,

2 − Prism t
4 = BPyr t+1

4 = oc4t+6 → 1

2
H2t+4

— это m раз итерированное 4-вытягивание 2-Prism 4. Итерированные
3-вытягивания β3, 4-вытягивания APrism 4 и 2-Prism 4 дают ocn при
n = 6+3m, 8+4m, 10+4m, где m— произвольное натуральное число.

Приведем примеры октаэдритов ocn для малых n:

β3 = oc6 → 1

2
H4,

APrism 4 = oc8 → 1

2
H5,

Ambo (Prism 3) = 3-вытянутая β3 = oc9 → 1

2
H6,

2-Prism 4 = oc10 → 1

2
H6;

второй oc10 тоже вложим в 1

2
H6. Все кроме одного полиэдры на

рис. 13.6 не 5-гональны: oc11, четыре полиэдра oc12, (кубоктаэдр =
= Ambo (β3) = 4-вытянутая APrism 4, скрученный кубоктаэдр = №47,
еще один дважды 3-вытянутый β3 и еще один oc12) и amboAPrism 4 =

= oc16. Далее, ромбокубоктаэдр oc24 → 1

2
H10, но его скручен-

ный вариант («четырнадцатое архимедово тело») не 5-гонален. Эти
полиэдра являются 8-вытягиваниями двух полиэдров скрученного
Ambo (APrism 4), который вложим: oc16 → 1

2
H8, и Ambo (APrism 4),

который не 5-гонален (см. оба малых полиэдра на рис. 6.3). Упомяну-
тый выше oc16 является также 6-вытягиванием 2-Prism 4; 6-вытягива-
ние второго oc10 — это другой oc16, который тоже вложим в 1

2
H8.
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a) кубоктаэдр b) скрученный кубоктаэдр

c) другие два oc12 d) Ambo (APrism 4)

e) снаб Ambo (APrism 4) f) oc11

Рис. 13.6. Некоторые ocn

Среди двойственных перечисленным выше ocn, все вложимые
являются зоноэдрами: (кубоктаэдр)∗ → H4 и

(2 − Prism t
4)

∗ = Prism t+1
4 → Ht+3,

для любого целого t � 0.
Кстати, Ambo (Prism 3)∗ = (oc9)∗ — это наименьший выпуклый

полиэдр с нечетным числом граней, которые все четырехугольны; он
не 5-гонален.



Глава 14

Специальные �1-графы

14.1. Эквиразрезные �1-графы
В первой половине этой главы мы будем следовать [DePa01], где

можно найти доказательства представленных ниже результатов.
Граф G называется эквиразрезным, если он допускает �1-вложе-

ние такое, что в левой части неравенства (1.2) гл. 1, относящегося
к размеру s(dG) этого вложения, имеет место строгое равенство.
(Ниже s(dG) означает размер такого эквиразрезного вложения.) Это
означает, что для такого графа каждое S в равенстве (1.1) гл. 1 соот-
ветствует эквиразрезной метрике δ(S), т.е. удовлетворяет неравенству
aS �= 0, если и только если S разбивает V на части размеров

⌈
n

2

⌉
и
⌊

n

2

⌋
, где n = |V |.

Напомним, что связный граф называется 2-связным (или 2-вер-
шинно-связным), если он остается связным после удаления любой
вершины.

Лемма 14.1. Эквиразрезный граф, у которого есть по крайней
мере четыре вершины,— 2-связный.

Из этой леммы вытекает такое
Следствие 14.1. Для любого эквиразрезного графа G с n � 4

вершинами

2 − 1⌈n

2

⌉ � s(dG) � n

2
,

причем неравенство в левой части имеет место, если и только если
G = Kn, а в правой части— если и только если G = Cn.

Условие n � 4 в этой формулировке необходимо. В самом деле,

s(dP3) = 2 > s(dC3) =
3

2
.

Заметим, что P2 и P3 — единственные эквиразрезные деревья. Кроме
того, W (C5) = 15 < W (P{123452}) и s(dC5) =

5

2
< s(dP{123452} ), где

P{123452} обозначает цикл на 2, 3, 4, 5, в котором к вершине 2 присо-
единено добавочное ребро.
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Замечание 14.1. G является эквиразрезным графом, если для
него имеется реализация с бинарной матрицей F , у которой суммы
по столбцам равны

⌈
n

2

⌉
или

⌊
n

2

⌋
. Если вместо этого условия мы

потребуем, чтобы в любой строке матрицы F содержалось в точности
k единиц, то мы получим другой специальный �1-граф. А именно та-
кой, который вкладывается изометрически, с точностью до шкалы λ,
в граф Джонсона J(m, k). Шпекторов заметил, что вложимость тако-
го графа можно определить за полиномиальное время с использовани-
ем алгоритма, приведенного в [DeSh96], но нам неизвестны аналогич-
ные характеризации эквиразрезных графов. Легко видеть, что любой
граф G, изометрически вложимый с точностью до шкалы λ в гиперкуб
Hm, также вложим изометрически с точностью до шкалы λ в граф
Джонсона J(2m, m). В самом деле, пусть произвольной вершине v
графа G соответствует подмножество Av данного m-множества; тогда
можно сопоставить вершине v объединение Av и образа дополнения
Av при некотором взаимно однозначном отображении данного m-
множества на некоторое m-множество, не пересекающееся с данным.
Столбцы «J(m, k)?» табл. 4.1, 4.2 дают все вложения Q в J(m, k),
где Q—любое из платоновых тел, полуправильных полиэдров и двой-
ственных к ним.

Назовем эквиразрезный �1-граф антиподальным удвоением, если
его реализация в Hm (т. е. упомянутая выше (0, 1)-матрица F ) имеет
вид

F =
(

A O

J − A J ′

)
,

где A— это n

2
×m′ (0, 1)-матрица, J , J ′ —матрицы, состоящие только

из единиц, а O это n

2
× (m − m′) матрица, состоящая из нулей.

Если, кроме того, матрица A является реализацией с той же
шкалой λ некоторого графа G′, то прямая проверка показывает, что
матрица J ′ имеет λ(d(G′)+1)−n столбцов, где d(G) —диаметр G. За-
метим, что Дважды Нечетный (Double Odd) граф DO 2s+1 (например,
DO 5, изображенный на рис. 14.1), для которого s � 3, служит при-
мером антиподального удвоения с матрицей A, не соответствующей
реализации никакого графа G′ для любой декомпозиции F описанного
выше вида.

Замечание 14.2. Антиподальное удвоение— это в точности
�1-граф, который допускает антиподальный изоморфизм, т. е. облада-
ет центральной симметрией (для любой вершины имеется ровно еще
одна на расстоянии, равном диаметру) и отображение всех вершин
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Рис. 14.1. Дважды нечетный DO 2s+1 с s = 2

в их антиподы является изоморфизмом. Антиподальные расширения
произвольных �1-метрик были рассмотрены в [DeLa97], раздела 7.2.

Для того, чтобы изучить, когда можно построить �1-граф из
�1-графа путем антиподального удвоения (см. теорему 14.1 ниже),
введем следующее определение. Для графа G = (V , E), определим его
диаметральное удвоение как граф �G с множеством вершин V + ∪V −

(где V + и V − —две копии V ), причем смежность их определяется
таким образом: ua смежна с vb если a = b и (u, v) ∈ E, или если
a �= b и dG(u, v) = d(G), где a, b ∈ {+, −}, где d(G) —диаметр G.

Лемма 14.2. Подграфы �G, индуцированные на V + и V −, изо-
метричны G если и только если

dG(u, v)�2+dG(w1, w2) для всех u, v, w1, w2∈V ,
удовлетворяющих равенствам dG(u, w1)=dG(v, w2)=d(G). (14.1)

Лемма 14.3. Пусть G удовлетворяет условиям предыдущей
леммы. Тогда

d�G(u+, v−) = d(G) + 1 − dG(u, v) (14.2)

если и только если любая геодезическая в G лежит на геодезической
длины d(G).

Некоторые свойства G наследуются графом �G.
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Лемма 14.4. Пусть G— граф, удовлетворяющий уравнениям
(14.1) и (14.2). Тогда �G удовлетворяет равенству d(�G) = d(G)+1,
уравнениям (14.1) и (14.2).

Если d(G) = 2, то G удовлетворяет (14.1). Более того, G �= Kn

удовлетворяет (14.2), если только у него нет ребра (u, v), для кото-
рого Gu = Gv, где Gu —подграф G, индуцированный окрестностью
вершины u. В частности, сильно регулярные графы, рассмотренные
ниже, удовлетворяют (14.1) и (14.2); заметим, что �1-графы образуют
сравнительно небольшое подсемейство сильно регулярных графов.

Не всегда граф �G единственным образом определяет граф G,
исходя из которого он был построен. Может случиться, что �G′ = �G
для G �= G′. Ниже нам встретится много таких примеров. Но гра-
фы G и G′ связаны следующей операцией на графах. Диаметральным
переключением графа G относительно S ⊂ V называется граф G′,
которые получается из графа G следующим образом: ребра, входящие
в (S × S) ∪ ((V − S) × (V − S)), сохраняются, а множество ребер из
S × (V − S) заменяется на {(u, v) ∈ S × (V − S) : dG(u, v) = d(G)}.

Заметим, что переключение Зейделя— это операция, которая сов-
падает с диаметральным переключение для графов диаметра два.

Теорема 14.1. Пусть G есть �1-граф. Тогда �G— �1-граф, ес-
ли G удовлетворяет (14.1), (14.2) и

s(dG) � d(G) + 1. (14.3)

Более того, если �G есть �1-граф, то тогда:

(i) d(�G) = d(G) + 1, �G удовлетворяет уравнениям (14.1), (14.2),
а также (14.3) в виде равенства.

(ii) все �1-реализации �G являются эквиразрезными вида(
A O

J − A J ′

)

с λ(d(G) + 1) − m столбцами, с точностью до перестановок
столбцов и строк и взятия дополнений столбцов. Здесь A есть
�1-реализация G со шкалой λ.

Замечание 14.3. K4 − P3, K4 − P2, диаграмма Дынкина E6

служат примерами �1-графов, удовлетворяющих (14.1), (14.3), но
не (14.2). Аффинная диаграмма Дынкина �E6 служит примером графа,
который не удовлетворяет (14.1) и (14.3), но удовлетворяет (14.2).

Заметим, что любой граф G диаметра d(G) = 2 удовлетворя-
ет (14.1) и (14.2). Разумеется, не все из них являются �1-графами,
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например, K2,3. Кроме того, не все �1-графы диаметра два удовлетво-
ряют (14.3), например, K1,4.

Вообще говоря, для любого �1-графа G = (V , E), для которого
|V | � 4, выполняется двойное неравенство

d(G) � s(dG) � d(G) + |V | − 3. (14.4)

В правой части (14.4) имеет место равенство если и только если G—
звезда, в чем можно убедиться, применив теорему 1.1 гл. 1.

Теорема 14.1 обобщает ситуацию для графа вечеринки Kn×2, рас-
смотренную в [DeLa97], раздел , на произвольные �1-графы. Отсюда
следует, что минимальная шкала �1-вложения графа �G равна ми-
нимальному λ такому, что метрика λdG изометрически вкладывается
в Hm при m = λ(d(G) + 1). В частном случае, когда G = K4a,
Лемма 7.4.6 из [DeLa97] дает для такого минимального λ, неравенство
λ � 2a. Оно превращается в равенство если и только если существует
матрица Адамара порядка 4a.

Теперь мы приведем большое число примеров, не придерживаясь
какого-либо порядка. Эквиразрезный �1-граф называется удвоением,
если он является антиподальным удвоением. И более того, если он
получается из графа G0 так, как описано в теореме 14.1, то мы даем
явное его представление G = �G0.

Перечислим все эквиразрезные графы, у которых не более
шести вершин: Cn (2 � n � 6), Kn, (n = 4, 5, 6), P3, 4-колесо и
октаэдр K3×2. Среди этих одиннадцати графов только Kn не �1-жест-
кий и только C4, C6 и K3×2 являются удвоениями.

Шкала прямого произведения G × G′ двух �1-графов равна наи-
меньшему общему кратному шкал G и G′, а его размер равен сумме
их размеров. Более того, G × G′ является �1-жестким, если и только
если G и G′ суть �1 жесткие.

Лемма 14.5. Если у каждого из �1-графов G, G′ четное число
вершин, то G × G′ — эквиразрезный граф, если и только если эти
графы эквиразрезны.

Граф Дуба (прямое произведение нескольких копий графа Шрик-
ханде и нескольких копий K4, см., например, [BCN89], с. 27) служит
примером эквиразрезного графа, полученного с помощью леммы 14.5.
Это (не �1-жесткий и не являющийся удвоением) �1-граф со шка-
лой два.

Вложимые дистанционно-регулярные графы
Здесь мы опять свободно используем обозначения [BCN89]; кроме

того, в значительной степени мы используем [KoSp94].
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Граф диаметра d называется дистанционно транзитивным, если
он связен и допускает группу автоморфизмов, которая транзитивна
на множестве всех пар его вершин, отстоящих друг от друга на рас-
стояние i для всех 1 � i � d. И вообще, связный граф называется
дистанционно регулярным, если он регулярный и если для данных
двух вершин x и y, число вершин на расстоянии i от x и на расстоя-
нии j от y зависит только от расстояния d(x, y).

Любой дистанционно регулярный граф диаметра два называется
сильно регулярным. Перечислим все гиперметричные многогранные
сильно регулярные графы:

— (n × n)-решетки Kn × Kn,
— триангулированные графы T (n) = J(n, 2),
— остов Kn×2 многогранника βn,
— G(121) =

1

2
H5 и

— G(221) = граф Шлефли;

только последний из них, граф Шлефли, не �1-вложим.
В статье [Kool90] доказано, что все конечные дистанционно регу-

лярные графы, вложимые со шкалой единица в Hm, являются дистан-
ционно транзитивными:

— γm,
— C2m и
— для нечетных m Дважды Нечетные графы DOm.

В [KoSp94] найдены все �1-вложимые дистанционно регулярные ко-
нечные графы.

Более того, графы Петерсена и Шрикханде оба являются экви-
разрезными графами со шкалой два и размера 3; оба они �1-жесткие
и не являются удвоениями. Дважды нечетный граф DO 2s+1 является
эквиразрезным графом со шкалой единица и размера 2s + 1. Полукуб
1

2
Hm является эквиразрезным графом со шкалой два и размера m.

Он не �1-жесткий только для m = 3, 4; он является удвоением, если
и только если m четно. Граф Джонсона J(2s, s) является не �1-жест-
ким удвоением со шкалой два и размера s.

Кроме того, следующие графы являются дистанционно регуляр-
ным эквиразрезными графами.

1. Любой �1-граф Тейлора: 1

2
H6, J(6, 3), C6, H3, икосаэдр. Все они

являются удвоениями диаметра три и размера 3; их можно по-
строить, используя теорему 14.1 выше.
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2. Любой сильно регулярный �1-граф, за исключением J(s, 2)
(s � 5), и любая (s× s)-решетка H(2, s) при нечетном s. Явно это
C5, граф Петерсена, 1

2
H5, граф Шрикханде, Hm при четном m,

Ks×2.
3. В числе дистанционно регулярных графов G с диаметром больше

двух и µ > 1: 1

2
Hm при m > 5, H(m, d), J(s, t) при t > 2, икосаэдр

и граф Дуба.
4. Все �1-графы Коксетера за исключением J(s, t) при t <

s

2
:

J(2s, s), икосаэдр, додекаэдр, Ks×2,
1

2
Hs, Hs, Cs (s � 5).

5. Все кубические дистанционно регулярные �1-графы: K4, граф
Петерсена, H3, DO 5, додекаэдр.

Кроме того, все вполне правильные �1-графы при µ > 1 являются
эквиразрезными графами. Еще одним примером служит 12-вершин-
ный кореберно регулярный подграф графа Клебша 1

2
H5, (см. [BCN89],

гл. 3.11, с. 104). Это эквиразрезный граф размера 5

2
со шкалой два, не

являющийся удвоением.
В статье [Macp82] показано, что любой бесконечный дистанци-

онно транзитивный граф G конечной степени возникает из беско-
нечного дерева T следующим образом: вершины G— это p-валентные
вершины T , причем две из них смежны, если они расположены в T
на расстоянии два. В дереве T степени вершин двудольных блоков
равны p и q соответственно. (Другими словами, G является половиной
подграфа бесконечного дистанционно биправильного дерева T .) Граф,
индуцированный всеми соседями фиксированной вершины G, явля-
ется объединением p непересекающихся полных графов Kq−1. Легко

видеть, что, общем случае, G → 1

2
Z∞. В частном случае q = 2,

это просто бесконечное p-регулярное дерево и оно вложено в Z∞, за
исключением случая p = q = 2, когда это бесконечный путь PZ → Z1.

Некоторые эквиразрезные графы, которые являются уд-
воениями �1-графов (некоторые указаны в гл. 7.2 [DeLa97])

1) C2s = �Ps.
2) Ks×2 = �Ks.
3) Hs = �Hs−1.
4) J(2s, s) = �J(2s − 1, s).
5) 1

2
H2s = �1

2
H2s−1.

6) Prism 2s = �C2s

7) APrism 2s+1 = �C2s+1.
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8) Do — это удвоение окружности C{1,2,...,9} с добавочной вершиной,
смежной вершинам 3, 6 и 9 окружности.

9) Ico — это удвоение 5-колеса; а кроме того, это удвоение графа, по-
лученного из шестиугольника C{1,2,...,6} добавлением ребер (2, 4),
(2, 6) и (4, 6).

10) J(6, 3)— это удвоение графа Петерсена, в добавлении к указанно-
му выше графу пункта 4 при s = 3.

11) 1

2
H6 — это удвоение графа Шрикханде и (4 × 4)-решетки H2×4

(более точно, ее реализации в 1

2
H6), в добавлении к указанному

выше графу пункта 5 при s = 3.

В пунктах 9, 10, 11 перечислены эквивалентные относительно
(диаметрального) переключения графы G такие, что �G является
�1-графом Тейлора; см. формулировку предыдущей теоремы 14.1.
Такая ситуация, вообще говоря, хорошо известна. Например, граф
Госсета (это граф Тейлора, который не является �1-графом) можно
получить как диаметральное удвоение одного из пяти не изоморфных,
но эквивалентных относительно переключения графов. Определения
и обсуждение такой ситуации с более общей точки зрения можно
найти, например, в [BCN89], с. 103—105.

Эквиразрезные многогранники
Остовы многих «красивых» многогранников являются эквираз-

резными графами. Ниже мы перечислим несколько таких приме-
ров.

Все пять платоновых тел имеют эквиразрезный остов; все они, за
исключением тетраэдра α3, являются �1-жесткими. Все, за исключе-
нием куба γ3 (со шкалой единица), имеют шкалу два. Размеры α3, β3,
γ3, Ico и Do равны 3

2
, 2, 3, 3 и 5 соответственно.

Остов любого зонотопа является удвоением, и его шкала равна
единице; поэтому он �1-жесткий.

Среди всех �1-вложимых полуправильных полиэдров имеются:

1) все следующие зоноэдры (т. е. 3-мерные зонотопы): усеченный
октаэдр, усеченный кубоктаэдр, усеченный икосидодекаэдр и
Prism 2s (s > 2), размеры которых равны 6, 9, 15 и s + 1 соот-
ветственно;

2) все остальные удвоения: ромбикубоктаэдр, ромбикосидодекаэдр
и APrism 2s+1 (s > 1) со шкалой два, их размеры равны 5, 8 и s+1
соответственно;
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3) все оставшиеся эквиразрезные многогранники: снаб куб, снаб до-
декаэдр и APrism 2s (s > 1); у всех них шкала два, а размеры
равны 9

2
, 15

2
и s + 1

2
соответственно;

4) у оставшейся Prism 2s+1 (s > 1) шкала два и размер s +
3

2
; это не

эквиразрезный граф.

Среди всех �1-вложимых полиэдров Каталана (двойственных ар-
химедовым) имеются:
1) все зоноэдры: двойственный кубоктаэдру и двойственный икоси-

додекаэдру, размеры которых равны 4 и 6 соответственно;
2) единственное отличное от них удвоение— это двойственный усе-

ченному Ico со шкалой два и размера 5;
3) во всех оставшихся случаях (двойственные tr(γ3), tr(Do ), tr(α3)

и Prism 3) мы получаем не эквиразрезные �1-графы со шкалой
два, размеры которых равны 6, 13, 7

2
и 2 соответственно.

Все платоновы, полуправильные и двойственные полуправиль-
ным �1-полиэдры являются �1-жесткими, за исключением тетраэдра
и двойственного Prism 3. Перечислим все не эквиразрезные графы,
входящие в их число (см. столбцы «разрезы» в табл. 4.1, 4.2): Prism n

при нечетных n и двойственные к четырем полуправильным полиэд-
рам (Prism 3 и усеченные тетраэдр, куб, додекаэдр).

Примерами полиэдров с правильными гранями (из списка 92 по-
лиэдров) с эквиразрезными остовами (все со шкалой два) служат №75
(бипополненная Prism 6) размера 4 (удвоение) и еще два, удвоениями
не являющиеся: №74 (пополненная Prism 6) размера 4 и №83 (три-
уменьшенный Ico ) размера 3.

Правильные �1-вложимые многогранники размерности выше тре-
тьей эквиразрезные остовы. Перечислим их: αn, γn и βn.

Существует ровно три полуправильных �1-вложимых многогран-
ника размерности выше трех (см. [DeSh96]). У двух из них эквираз-
резные остовы: у 1

2
H5 и у снаб 24-ячейки. Последняя является 4-мер-

ным полуправильным многогранником с 96 вершинами. Правильный
4-многогранник 600-ячейка может быть получена каппингом ее 24
икосаэдральных фасет. Ее остов имеет шкалу два и размер шесть; это
удвоение.

Три из шамферингованных платоновых тел обладают �1-остова-
ми: Cham (γ3)— это зоноэдр размера 7, Cham (Do ) обладает эквираз-
резным (не являющимся удвоением) остовом со шкалой два и размера
11, у Cham (α3) не эквиразрезный �1-остов со шкалой два и размера 4.
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14.2. Вложения со шкалой один
Вначале напомним (см. гл. 1), что конечный �1-граф вложим со

шкалой один если и только если он двудольный и 5-гональный.

Малые двудольные полиэдральные графы
Среди шести полиэдров с двудольным остовом, у которых не

более девяти граней, имеется два вложимых, куб 48 и 412 = Prism 6;
оба они являются зоноэдрами, вложимыми в H3 и H4 соответственно.
Оставшиеся четыре— это oc∗8, oc∗9, 414 и не 5-гональный 12-вершинный
граф, изображенный на рис. 14.2 a). Среди пяти полиэдров с дву-
дольным остовом с десятью гранями и не более чем тринадцатью
вершинами имеются два вложимых— oc∗10 и RhDo −v3 (см. рис.14.2 c)
и d); в табл. 14.1 они идут под номерами 13 (при t = 1) и 2. Остаются
еще три: второй oc∗10, APrism

∗
5 и не 5-гональный 13-вершинный поли-

эдр, граф которого изображен на рис. 14.2 b). Оба упомянутые выше
вложимые графа вложимы в H4, но только граф на рис. 14.2 d) не
является центрально симметричным. Напомним, что мы приписываем
полиэдрам, представленным только своими комбинаторными типами,
максимально возможную симметрию. Например, граф на рис. 14.2 c)
и, вообще говоря, любой полиэдр C4 × Pt+2, t � 1 из табл. 14.1
рассматривается как центрально-симметричный, но это не зонотоп,
поскольку у него должны быть несколько трапецеидальных граней
для того, чтобы его можно было реализовать как выпуклый полиэдр.

Невыпуклая реализация C4 × P3 (как два смежных куба) выма-
щивает 3-пространство не нормально (см. разбиение №35 в табл.10.3),
а граф этого паркета вложим в Z3. №15—16 из табл. 14.1 являются
многогранниками Вороного для решеток Zt и A∗

t ; полиэдры №1, 3 и 4
являются полиэдрами Вороного решеток A2 ×Z1, A3 и L5 (см. гл. 11).

Напомним, что №2 из табл.14.1 (RhDo−v3, т.е. RhDo с удаленной
простой вершиной)— это грань любого из трех разбиений Вороного из
табл. 10.1, 10.2 и 10.3: №25, который вложим в Z4, и не 5-гональные
№26 и 33. Кстати, два 13-вершинных графа на рис. 14.2 b) и d) —
это в точности два наименьших негамильтоновых двудольных полиэд-
ральных графа, которые могут быть реализованы как мозаика Делоне
их вершин (см. рис. 10 в [Dill96]).

Зонотопы
Зонотопы— это аффинные проекции (называемые тенями в

[Coxe73]) гиперкубов γm. (Кстати, любой выпуклый политоп— это аф-
финная проекция симплекса αm, а любой центрально симметричный
выпуклый политоп— это аффинная проекция кросс-политопа βm.)
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Рис. 14.2. Some small bipartite polyhedral graphs

Напомним, что дайсинг можно рассматривать как решетку, мно-
гогранник Вороного которой является зонотопом (см. [Erda98]).

Следующий результат был доказан в [BEZ90].

Предположение 14.1. Остов любого зонотопа диаметра m
изометрически вложим в остов Hm гиперкуба γm, аффинной проек-
цией которого он является.

Замечание 14.4. Приведем примеры зонотопов:

1) Пять архимедовых и двойственных к ним (каталановых) полиэд-
ров, являющиеся зоноэдрами: №5, 9, 11 и 3, 6 из табл. 14.1;

2) Все пять (комбинаторно различных) полиэдров Вороного (раз-
мерности 3) являются зоноэдрами:
куб γ3 = H3,
ромбический додекаэдр RhDo → H4,
Prism 6 → H4,
вытянутый додекаэдр ElDo → H5,
усеченный β3 → H6;

3) Все пять золотых изозоноэдров Коксетера (это зоноэдры, все
грани которых— ромбы, длины диагоналей которых составляют
золотое отношение):
Два типа гексаэдров (эквивалентных γ3), ромбический додекаэдр,
ромбический икосаэдр Pz(5) и триаконтаэдр (т. е. двойственный
икосидодекаэдру).

14.2. Вложения со шкалой один 165

Таблица 14.1

Некоторые изометричные полиэдральные подграфы
гиперкубов

№ Число вершин Степень Полиэдр Влож. в Aut Зонотон

1 12 3 Prism 6 H4 D6h +

2 13 3,4 RhDo − v3 H4 C3v не-CS

3 14 4 (cuboct.)∗ = RhDo H4 Oh +

4 18 3,4 ElDo H5 D4h +

5 24 3 tr(β3) H6 Oh +

6 32 4 (icosidode.)∗ = triac. H6 Ih +

7 32 3 Cham (γ3) H7 Oh +

8 32 3 tw .Cham (γ3) H7 D3h не-CS

9 48 3 tr(cuboct.) H9 Oh +

10 56 3,4 H9 Ci нет

11 120 3 tr(icosidode.) H15 Ih +

12 4t > 12 3 Prism 2t = C2t × P2 Ht+1 D2th +

13 4(t + 2) > 8 4 C4 × Pt+2 Ht+3 D4h нет

12 2( 2t+1
t ) t + 1 DO 2t+1 H2t+1

14a t(t − 1) + 2 3, t > 4 Pz(t), t > 3 нечетно Ht Dtd +

14b t(t − 1) + 2 3, t > 4 Pz(t), t > 4 четно Ht Dth +

15 2t t t-гиперкуб Ht +

16 (t + 1)! t
перестановочный
многогранник H(t+1

2 ) +

4) Любопытное семейство из восьми 3-зонотопов, вложимых в Hm,
3 � m � 10, и обладающих m(m − 1) гранями, приведено
в [ScYo00].

5) Дополнительно к Prism 2m и γm, приведем еще несколько при-
меров, бесконечных семейств зонотопов (№12—16 в табл. 14.1):
полярные зоноэдры Pz(m) → Hm (при m = 3, 4, 5 это γ3, RhDo ,
ромбический икосаэдр соответственно, см. [Coxe73]) и m-мерные
перестановочные полиэдры (при m = 2 и 3 это C6 и усеченный β3

соответственно).
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Фасетные графы ориентированных матроидов
Ориентированный матроид на E — это пара M = (E, F), где E —

конечное (m-элементное) множество, а F—множество знаковых век-
торов на E (называемых гранями), которое удовлетворяет некоторым
специальным аксиомам (см., например, [Fuku95]). Естественный поря-
док на знаковых векторах (на E) определяет ранг грани f как длину
любой максимальной цепи из 0 в f . Максимальные грани называются
фасетами; общий ранг r of topes называется рангом ориентированного
матроида M . фасетный граф матроида M — это граф, обозначаемый
T (M), причем фасеты служат его вершинами, и две из них смежны,
если у них есть общая грань ранга r − 1. Фасетный граф однозначно
определяет ориентированный матроид.

Граф называется антиподальным, если для каждой его верши-
ны a имеется единственная вершина a′ такая, что расстояние от a′

до a больше, чем расстояние до a от любой соседней с a′ вершины.
Если остов многогранника антиподален, то максимальная симметрия
этого многогранника включает центральную симметрию. Следующие
результаты Фукуда и Ханда (см. [Fuku95]) описывают в этих терминах
связи изометрических подграфов гиперкубов с фасетными графами
ориентированных матроидов M = (E, F) ранга r � 3 на m-элемент-
ном множестве E:
(i) T (M)— это r-связный антиподальный граф и T (M) → Hm;
(ii) Граф есть фасетный граф ориентированного матроида ранга три

на m-элементном множестве, если и только если он является
остовом центрально симметричного полиэдра и этот остов есть
изометрический подграф Hm.

Если T (M)— это остов зонотопа, тогда этот зонотоп r-мерный, а
его диаметр равен m. Теперь нас интересует построение не зоното-
пального центрально-симметричного полиэдра.

Любой многогранник Вороного центрально симметричен, и его
фасеты тоже центрально симметричны. Но в дополнение к этому
у зонотопа центрально симметричны грани всех размерностей. Остов
G(P ) зонотопа P есть фасетный граф матроида ориентированного
матроида M(P , который представлен зонотопом P . Поэтому такой
ориентированный матроид называется представимым, ориентирован-
ным, или линейным матроидом. Грань размерности k зонотопа P
представляет ориентированный матроид ранга k.

Рассмотрим 3-мерный зонотоп, т. е. зоноэдр P . Пусть F и F ′ —
две противоположные грани P . Пусть у F есть 2k ребер, k � 3. Эти
ребра параллельны k векторам. Эти k векторов линейно независимы
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Рис. 14.3. Не зонотопальный центрально симметричный полиэдр,
остов которого вложим в H9

и образуют цикл C(F ) матроида M(P ). Пусть {(i, i′) : 1 � i � 2k}—
2k пар взаимно антиподальных вершин F и F ′, соответственно. Обо-
значим Q(G) граф, полученный из G := G(P ) добавлением двух новых
вершин v, v′ и новых ребер (v, i), (v′, i′) при i = 2j + 1, 0 � j � k − 1.
Ясно, что Q(G) антиподальный и G—изометрический подграф Q(G).
Если G → Hm, то при k = 3 также и Q(G) → Hm.

Если G есть 3-связный планарный граф, тогда то же самое можно
сказать и о Q(G). Поэтому Q(G) —остов полиэдра, который мы обо-
значаем Q(P ). Он центрально симметричен. Обыкновенно, если P —
зоноэдр, то Q(P )— тоже. Но в нашем случае множество векторов,
представляющее F и F ′, не является циклом ориентированного мат-
роида M(Q(P )).

Рассмотрим вытянутый додекаэдр ElDo и ромбический додекаэдр
RhDo . Можно проверить, что Q(Prism 6)— это RhDo , Q2(ElDo )— это
ромбический икосаэдр Pz(5), а Q4(tr(β3))— триаконтаэдр, т. е. двой-
ственный икосидодекаэдру. (Здесь Qm(P ) := Q(Qm−1(P )).)

Но бывают случаи, когда полиэдр Q(P ) не является зоноэдром
и поэтому не реализует ориентированного матроида. Такой пример
привел Фукуда в [Fuku95] (используя шестиугольные грани F и F ′, на
которых были размещены новые вершины); см. рис. 14.3.

Этот полиэдр имеет 56 вершин, 18 шестиугольных и 18 квад-
ратных граней. Он представляет собой пример незонотопального цен-
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трально симметричного полиэдра, остов которого вложим в H9. Этот
полиэдр—минимальный в следующем смысле: любой центрально сим-
метричный 3-многогранный изометрический подграф Hm, m � 8, яв-
ляется (будучи фасетным графом ориентированного матроида ранга
три с самое большее восемью элементами) остовом зонотопа.

Фукуда построил его как (не Паппово) расширение ориентиро-
ванного матроида ранга три на восьми точках. В качестве линейно-
го расширения того же матроида он получил двойственный зоноэдр
диаметра девять, у которого 54 вершины, 20 шестиугольных и 12
квадратных граней: для этого достаточно удалить две отмеченные
противоположные вершины у 56-вершинного полиэдра, изображенно-
го на рис. 14.3 выше.

Замечание 14.5. В [DeSt96, DeSt97] можно найти аналогичные
изометрические вложения остовов бесконечных полиэдров (плоских
паркетов) в кубические решетки Zn. Например, правильный квад-
ратный паркет и правильный шестиугольный паркет вложимы в Z2

и Z3; они являются разбиениями Вороного решеток Z2, A2. Архиме-
довы паркеты (4.8.8), (4.6.12) и двойственные архимедовым паркетам
[3.6.3.6] вложимы в Z4, Z6, Z3. Кроме того, апериодичный паркет Пе-
нроуза вложим в Z5, а двойственная мозаика №12 (из табл. 9.1 выше)
вложима в Z∞. Паркет на рис. 14.4 b) тоже вкладывается в Z∞. Ясно,
что любой плоский решетчатый паркет такой, что его разбиение Во-
роного вложимо в Zm, является дайсингом. Другими словами, он зо-
ноэдральный, т. е. у него есть только центрально симметричные грани.
Любой зоноэдральный плоский паркет вкладывается в Zm, m � ∞.
Зоноэдральный плоский паркет не обязательно должен быть перио-
дическим (например, апериодический паркет Пенроуза, образованный
двумя золотыми ромбами) или быть проекцией Zm, m < ∞ (см.,
например, паркет на рис.14.4a). Упомянутый выше паркет [3.6.3.6] не
зоноэдральный, поскольку его четырехугольные грани не центрально
симметричны.

Некоторые обобщения вложимых со шкалой
1 планарных графов
Пусть G— двудольный плоский граф. Если он бесконечен, мы бу-

дем считать, что степень его вершин ограничена и что он дискретный,
т. е. любая ε-окрестность любой точки плоскости содержит только
конечное число его вершин. Назовем такой граф G допустимым (или
строго допустимым), если существует отображение f его вершин на
вершины гиперкуба Hm, m � ∞ такое, что его ребра (x, y) отобра-
жаются в ребра (f(x), f(y)) гиперкуба Hm и образы циклов, ограни-
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a b

Рис. 14.4. Два вложимых паркета

чивающих его внутренние (или соответственно все) грани, являют-
ся изометрическими подграфами того же Hm. Используя результат
из [DSS86], мы получаем, что G допустим (или строго допустим), если
и только если каждая из его зон (зона — это множество ребер попарно
противоположных в гранях) проста, т. е. у нее нет самопересечений.
(В случае строгой допустимости грань включается; таким образом, G
рассматривается как граф на сфере, и зоны могут проходить через
внешнюю грань.) И действительно, если некоторая зона пересекает
сама себя по грани, тогда цикл, ограничивающий эту грань, не будет
изометрическим в Hm. С другой стороны, если G является плоским
квадрильяжем, т. е. все его внутренние грани суть 4-угольники, то то-
гда (что было доказано в [DSS86]) он допустим (или строго допустим)
если и только если все его зоны просты. Общий случай допустимого
(или строго допустимого) графа G может быть сведен к предыдущему
разбиением всех его внутренних (или соответственно всех) граней на
4-угольники; так что множество зон и их простота (или непростота)
сохраняются.

В терминах зон мы получаем, что G вложим со шкалой один
(т. е. является изометрическим планарным подграфом гиперкуба), ес-
ли и только если он допустим, и более того, каждая его зона выпук-
ла. В действительности зоны являются поясами, соответствующими
выпуклым противоположным разрезам, так что через произвольное
ребро происходит ровно одна зона.

Частичный подграф гиперкуба всегда двудольный; множество его
вершины отображается инъективно во множество вершин гиперкуба.
Ясно, что имеются следующие необращаемые импликации для воз-
можных свойств графов по отношению к гиперкубам:

изометрический (т. е. вложимый со шкалой 1)→индуцированный→
→частичный→двудольный,

изометрический планарный→допустимый→двудольный планарный.
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a) двойственный к APrism 4 —
двудольный планарный граф, но
не допустимый и не частичный

b) K2,3 допустимый в H2, но не
частичный

c) Куб с удаленной вершиной
допустимый и частичный в H3,

но не индуцированный

d) допустимый
и индуцированный в H4, но не

изометрический

e) изометрический но не строго
допустимый

f) индуцированный в H6, но не
допустимый

g) строго допустимый в H6, но не частичный

Рис. 14.5. Семь контрпримеров
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(Для каждого графа мы берем его самое сильное свойство; на-
пример, 8-цикл, который является только частичным подграфом H3,
рассматривается как изометрический, поскольку он— изометрический
подграф H4.)

На рис.14.5 изображены семь контрпримеров. В последнем графе
рис. 14.5 g) две вершины, помеченные черными кружками, являются
точками самосоприкосновения зон восьми 4-угольников вокруг них;
образы двух вершин, отмеченных белыми кружками, совпадают в H6.



Глава 15

Некоторые обобщения �1-вложимости

15.1. Квазивложения
Здесь мы рассматриваем квазивложения или, более точно, t-вло-

жения данного графа G, т. е. наше обычное вложение, но только для
t-усеченного расстояния min (t, dG), где t меньше диаметра графа G.
Мы будем говорить, что метрика d является t-вложимой, если су-
ществует �1-вложимая метрика d′ такая, что d′i,j = min (di,j , t). Это
понятие было введено в [DeSh96], где было показано, что данный
там полиномиальный алгоритм распознавания �1-графов может быть
распространен на распознавание t-вложимых графов.

В дальнейшем, описывая t-вложение полиэдра P , мы сопоставля-
ем каждой его вершине v подмножество a(v) множества N . Обычно
в качестве N мы берем множество всех граней, которые являют-
ся k-угольниками для фиксированного k. Мы будем говорить, что
грань F достижима посредством m-пути из вершины v если име-
ется m-путь длины m из вершины v в вершину грани F . Здесь мы
используем обозначение C60 для усеченного икосаэдра 560(Ih). Даже
если C60 не �1-вложим, мы все-таки можем квазивложить его в 1

2
H20

в следующем смысле.
В соответствии с [DeSh96], у усеченного икосаэдра (диаметра 9)

есть единственное 7-вложение в 1

2
H20: при этом каждая вершина

сопоставляется 2+2+3 шестиугольникам (из всех 20), достижимым
посредством 0-, 1-, 2-путей соответственно. Кроме того, это единствен-
ное 3-вложение, но не единственное 2-вложение: например, сопоставим
каждую вершину двум ее шестиугольникам. Единственное 3-вложение
C60 в 1

2
H20 называется квази-C60. Более того, квази-C60 есть �1-жест-

кая (но не графическая) метрика.
Рисунок 15.1 иллюстрирует 7-вложение C60. Конструкция такова:

мы можем сопоставить координату в R
20 каждому из 20 шестиуголь-

ников. Тогда вершина v (например, белый атом рис. 15.1) отобра-
жается в вершину φ(v) полукуба 1

2
H20 (в нечетном представлении),

ненулевые координаты которой соответствуют семи шестиугольникам
C60, содержащим вершину, расстояние от которой до v меньше трех
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Рис. 15.1. 7-вложение C60(Ih)

в
1

2
H20

Рис. 15.2. Спиральный га-
мильтонов автоморфизм ква-

зи-C60

(семь серых шестиугольников на
рис. 15.1). Это дает нам 7-вложение
C60 в полукуб 1

2
H20. Все расстояния

восемь и девять в C60 переходят в рас-
стояние семь в квази-C60 (напомним,
что диаметр C60 равен 9).

Группа автоморфизмов квази-C60

(т. е. все перестановки двадцати коор-
динат, сопоставленных двадцати ше-
стиугольникам C60, которые сохра-
няют квази-C60) совпадает с одной
из групп усеченного икосаэдра C60,
которая является группой Коксетера
H3, изоморфной {1, −1} × A5. Рису-
нок 15.2 иллюстрирует один автомор-
физм квази-C60: обращение спираль-
ного гамильтонова пути на 20 шести-
угольниках C60.

У икосидодекаэдра (диаметра 5)
есть единственное [DeSh96] 4-вложе-
ние в 1

2
H12: при этом каждая вершина

сопоставлена 1 + 1 + 2 пятиугольни-
кам (из всех 12), достижимых посред-
ством 0-, 1-, 2-путей. Это также един-
ственное 3-вложение, но 2-вложение
существует и другое: при нем каждая
вершина сопоставляется двум ее тре-
угольным граням.

У кубоктаэдра (диаметра 3) име-
ется по крайней мере два следующих
2-вложения:
— в 1

2
H6: каждая вершина сопоставлена своим квадратным граням,

— в 1

2
H8: каждая вершина сопоставлена своим двум треугольным

граням; это вложение, так же как и два предыдущих являются
t-вложениями в 1

2
H2d(P )+2, где d(P )— диаметр P .

Вершинная фигура (и локальный граф остова) снаб 24-ячейки—
это триуменьшенный икосаэдр (тело M7 = №83 с правильными граня-
ми и диаметра 3). Он вложим в 1

2
H6 и обладает 2-вложением в 1

2
H7.
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У любого простого полиэдра есть 2-вложение в тетраэдральный
граф J(n, 3) (а значит, в 1

2
Hn): при этом каждая вершина сопо-

ставлена трем своим граням. Если диаметр простого полиэдра не
меньше трех, тогда он 3-вложим, если и только если числа вершин его
граней принадлежат множеству {3, 4, 5}. Приведем примеры такой
процедуры:
1) у додекаэдра (диаметра 5) есть 3-вложение в граф Джонсона

J(12, 3); кроме того, у него есть 5-вложение в 1

2
H10,

2) α3 → J(4, 3) → 1

2
H4 (не единственное),

3) M∗
25 → J(8, 3) → 1

2
H8,

4) 2-вложение Prismn, которое оказывается Prismn → 1

2
Hn+2 (для

четных n → Hn+2
2

).
Еще одна процедура: фиксируем 5-колесо ∇C5 в остове икосаэдра

и сопоставим каждую вершину v множеству всех вершин 5 колеса
на расстоянии 0 и 1 от v; мы получим (единственное) 3-вложение
икосаэдра.

Двойственный к F60(Cs)r, изображенный на рис. 22 в [DDG98],
допускает 4-вложение в 1

2
H10. Более точно, диаметр F ∗

60(Cs)r равен 5
и сохраняются все расстояния, за исключением расстояний между че-
тырьмя противоположными пятиугольниками: (38, 48), (1378, 1478),
(45, 35) и (2459, 2359). Эти расстояния в 1

2
H10 равны четырем, а не

пяти. См. рис. 15.3, где 4-вложение F ∗
60(Cs)r задается метками фасет

F60(Cs)r. Кроме того, не 5-гональная конфигурация F60(Cs)r приве-
дена на рис. 15.3.

Следующая теорема (см. [DFS03]) полностью описывает t-вложе-
ния для полностью икосаэдральных (т.е. с симметрией Ih) фуллеренов
и двойственных к ним.

Теорема 15.1.
(i) C20k2(Ih), k � 1, (2k + 7)-вложим в 1

2
H12k−2; его диаметр равен

6k − 1,
(i′) (C20k2 (Ih))∗, k � 2, 2k-вложим в 1

2
H6k; его диаметр равен 3k,

(ii) C60k2(Ih), k � 1, (6k + 1)-вложим в 1

2
H20k; его диаметр равен

10k − 1,
(ii′) (C60k2 (Ih))∗, k � 1, (3k + 2)-вложим в 1

2
H10k; его диаметр

равен 5k.

Теперь для каждого из этих четырех случаев укажем полный
набор зон, дающих t-вложение. В каждой зоне самопересечений не
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Рис. 15.3. 4-вложение F ∗
60(Cs)r в

1

2
H10 и не

5-гональная конфигурация F60(Cs)r

будет; поэтому любые две из них будут либо параллельными, т. е. непе-
ресекающимися, либо будут пересекаться в точности в двух гранях.
Мы будем называть зону граней фуллерена специальной или чистой,
судя по тому, содержит она или нет пятиугольники. Размерность
полукуба равна числу специальных зон, сложенному с удвоенным
числом чистых. Оказывается, эта размерность вдвое больше диаметра
графа в случаях (i), (i′) и (ii′). Заметим, что это t-вложение изо-
метрическое только при k = 1 в случаях (i), (i′), (ii′) и при k = 2
в случае (i). В случае (i′) имеются 6k альтернирующих зон, длина
каждой из которых равна 10k; они разбиваются на шесть классов па-
раллельности. В случае (ii′) имеются 10k альтернирующих зон, длина
каждой из которых равна 18k; они разбиваются на десять классов
параллельности. В случае (i) имеются 6(k − 1) чистых зон, длина
каждой из которых равна 5k; они разбиваются на шесть классов
параллельности; кроме того, имеются десять специальных (альтер-
нирующих) зон длины 6k каждая. Каждая специальная зона состо-
ит из шести пятиугольников, разделенных последовательностями из
k − 1 шестиугольников. У каждой зоны одинаковое число (шесть для
чистой и три для специальной) пятиугольников внутри и снаружи



176 Глава 15. Некоторые обобщения �1-вложимости

кольца. В случае (ii) имеется 10(k − 1) чистых зон длины 9k каждая;
и имеется 20 специальных (альтернирующих) зон длины 9k каждая.
Каждая специальная зона не альтернирующая; она состоит из трех
пятиугольников, разделенных последовательностями из 3k-1 шести-
угольников. У каждой чистой зоны по шесть пятиугольников внутри
и снаружи кольца, образованного зоной; у каждой специальной зоны
по три пятиугольника внутри и снаружи кольца. Все 20k зон разбиты
на десять классов параллельности и каждый класс состоит из k − 1
чистых зон, помещенных между двумя специальными.

15.2. Липшицево вложение
Здесь мы рассмотрим еще одно ослабление нашего главного по-

нятия �1-вложимости. Отображение f : X → Y метрических про-
странств X , Y называется липшицевым, если для любых вершин a, b
пространства X , выполняется двойное неравенство

1 � dX(a, b)

dY (f(a), f(b))
� C,

где C —постоянная, называемая искажением. В 1985 году Бурген
показал, что любая метрика не более чем на n точках липшицево вло-
жима в �k

1 (для конечной размерности k) с искажением C = O(log n);
Линьял, Лондон и Рабинович в 1994 году показали, что более того,
k = O((log n)2). Например, у K1,3 искажение больше 1. В 1978 году
Аарони показал, что любое �p при p > 2 не является липшицево
вложимым в �1.

Кажется вполне правдоподобным, что метрика пути любого бес-
конечного гиперметрического графа (и более того, любая 5-гональная
метрика) с точностью до шкалы липшиц-вложима в Zm, m � ∞.

15.3. Полиэдральные гиперметрики
Выпуклый конус всех гиперметрик на m точках обозначается

Hypm. Назовем гиперметрику d на m точках ранга k, если размер-
ность пересечения всех граней Hypm, которым принадлежит d, рав-
на k; назовем гиперметрику экстремальной гиперметрикой, если ее
ранг равен 1, т. е. она принадлежит экстремальному лучу Hypm.

Многогранник P × P ′ гиперметрический если и только если оба
P , P ′ гиперметрические; он не в �1 вложим, если и только если хотя
бы один из P , P ′ невложим. (Но, например, любая пирамида Pyr (P )
на многограннике P , у которого не меньше 28 вершин, вложима если,
и только если она гиперметрическая.)
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У любого гиперметрического, но не �1-вложимого графа с гипер-
метрикой ранга k не больше 56k вершин; остов прямого произведе-
ния k копий 7-мерного многогранника Госсета 321 реализует достиже-
ние этой верхней границы.

Ниже мы обозначим Gi, 1 � i � 26 графы из [DeGr93], соответ-
ствующие экстремальным гиперметрикам на семи точках (но это не их
графические метрики). Заметим, что графы G1 и G2 экстремальных
гиперметрик являются остовами 4-мерных пирамид с основаниями
Pyr 5 и 2-каппиногованного α3 соответственно.

Все гиперметрические, но не �1-графы, у которых не более семи
вершин, известны (см. [DeGr93]); они являются 12 графическими мет-
риками среди 26 экстремальных гиперметрик на семи точках.

Предположение 15.1. Среди всех гиперметрических не �1 гра-
фов, у которых не более семи вершин, многогранными являются
только: 3-полиэдральными G4 (см. рис.15.4 d)) и 4-полиэдральные

G1 = ∇2C5 = K7 − C5 и G2 = K7 − P4.

Любая, за исключением K2, гиперметрика экстремальна если
и только если она порождает полиэдральные 221 или 321

1). Итак,
число вершин любого экстремального гиперметрического графа ле-
жит внутри интервала [7, 56], и размерность любого многогранника
такого, что его остов является экстремальной гиперметрикой, лежит
внутри интервала [6, 7]. Будем говорить, что граф экстремальной
гиперметрики типа I (типа II) если он порождает решетку корней E6

(E7 соответственно). Диаметр графа G типа I равен двум, поскольку
это индуцированный подграф графа Шлэфли G(221) диаметра два, и
в этом случае ∇G— экстремальная гиперметрика типа II.

Ясно, что

G(Pyr (P )) = ∇G(P ), dim(Pyr (P )) = dim P + 1.

(Заметим, что Pyr k(C5) → 1

2
H5 при k ∈ {0, 1}— это экстремальная

гиперметрика при k ∈ {2, 3}, и она 7- но не 9-гональна при k = 4.)
Приведем примеры многогранников, остовы которых экстремаль-

но гиперметрические, но не представимы в виде ∇G′ для экстремаль-
но гиперметрического графа G′:
типа I:
1) полиэдры №30, 71, 106 = M22 и еще один с остовом G4; у них есть

9, 9, 10 и 7 вершин соответственно (см. рис. 15.4);
1)Напомним, что всякая гиперметрика d порождает многогранник Делоне Pα

(см., например: Деза, Лопана. Геометрия разрезов и метрик. Теорема 14.1.3.)
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a) 1-APrism 4 b) трипополненная Prism 3

c) сфенокорона M22 d) экстремально
гиперметрический граф G4

Рис. 15.4. Примеры гиперметрических �1-невложимых многогранников

2) 4-многогранники с остовами G1, G2; у них обоих по семь вершин;
3) 6-многогранники: с остовами K9−C6 =G(Pyr 3(Prism 3)), ∇2T (5)=

=G(Pyr 2(Ambo (α4))), ∇
1

2
H5 и многогранник Шлэфли 221; у них,

соответственно, 9, 12, 17 и 27 вершин;

типа II:
1) полиэдры №37, 107 = M21 + Pyr4, с 10 и 11 вершинами соответ-

ственно,
2) 7-многогранник Госсета 321; у него 56 вершин.

Итак, мы получили две следующих последовательности вписан-
ных многогранников таких, что их остовы экстремально гиперметри-
ческие:

G1 = ∇2C5 < ∇2G(021) < ∇G(121) < G(221) (типа I),

∇3C5 < ∇3G(021) < ∇2G(121) < G(321).
Приведем несколько примеров экстремальных гиперметрик, ко-

торые не являются полиэдральными, но в некотором смысле близки
к полиэдральным:
1) 7-вершинный граф G18 типа I — это планарный граф скрученного

полиэдра.
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2) Остов звездного октаэдра (сечение γ3 многогранником β3 с верши-
нами в центрах граней γ3), который является невыпуклым поли-
эдром; это 14-вершинный граф Gso. Он включает экстремальный
гиперметрический граф G4 в качестве индуцированного подгра-
фа. Gso — это изометрический подграф графа Госсета G(321) и,
поскольку его диаметр равен 3, он типа II.

3) Антипаутины AW 2
9 , AW 3

12 —типа I, а AW 3
14 — типа II; AW 2

9 про-
ективно планарный, и становится планарным, если мы удалим из
него одно ребро.

И наконец, можно перечислить изометрические подграфы (и сре-
ди них полиэдральные) данного полукуба 1

2
Hn, которые не являются

изометрическими подграфами его фасет. Например, следующие гра-
фы— такие изометрические полиэдральные подграфы графа Клебша
1

2
H5 = G(121):

1) C5, K5 = G(α4) (вместе с четырьмя графами из п. 2 ниже), это
единственные такие подграфы 1

2
H5, у которых не более 6 вершин);

2) K6 − C6 = G(Prism 3), K6 − P5 (полиэдральный), K6 − P4 =
= G(2-каппингованный α3), ∇C5 = G(Pyr 5) (среди всех десяти
6-вершинных изометрических подграфов 1

2
H5);

3) остовы следующих полиэдров, у которых не менее 7 вершин:
№27 (1-каппингованная Prism 3), №60 (пополненная Prism 3), №70
(бипополненная Prism 3), 1-каппингованный β3, APrism 4;

4) остовы 4-многогранников: Pyr (Prism 3), α1 × α3, G(021) = T (5),
T (5)− K1, T (5)− K2, 1-каппингованный (на фасете β3) 021;

5) остовы 5-многогранников: Pyr 2(Prism 3), Pyr (ambo-α4).

15.4. Симплициальные n-многообразия
Интересную возможность ослабить нашу вложимость многогран-

ников мы получим, если рассмотрим изометрические вложения со
шкалой в гиперкубы и кубические решетки 1-остовов симплициаль-
ных и кубических комплексов, более общих, чем граничные комплексы
многогранников. Например, у на вершинах {1, 2, 3, 4, 5} с фасетами
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5} остовом является K5 − K3; у кубическо-
го комплекса на вершинах {1, 2, 3, 4, 5, 6} с фасетами {1, 2, 3, 4},
{2, 3, 5, 6}, {1, 4, 5, 6} остов—K3,3. Поэтому оба они не 5-гональны.

Так как общий случай симплициальных комплексов слишком об-
ширен, мы получили некоторые частные результаты в терминах лин-
ков (n− 2)-граней. Для любого n-симплекса S, содержащего фиксиро-
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ванную (n−2)-грань S′, существует единственное ребро e такое, что S
является объединением S′ и e. Линк (n−2)-грани S′ в комплексе, K —
это цикл, образованный такими ребрами e для всех n-симплексов S,
содержащих S′ в K.

Теорема 15.2. Пусть M замкнутое симплициальное n-много-
образие размерности n � 3. Тогда:
(i) M невложимо, если у него есть (n − 2)-грань, принадлежащая

по крайней мере пяти n-симплексам и такая, что ее линк есть
изометрический цикл в остове.

(ii) M вложимо, если любая из его (n − 2)-граней принадлежит не
более, чем четырем (т.е. 3 или 4) n-симплексам.

Если (n − 2)-грань принадлежит хотя бы шести n-симплексам
(и поэтому по крайней шести (n − 1)-симплексам), то остов M не
5-гонален, поскольку он содержит изометрический подграф K5 − K3.
Например, De (A∗

3) не 5-гонален, поскольку у него есть шесть тетраэд-
ров на некоторых ребрах.

Если (n − 2)-грань принадлежит ровно пяти n-симплексам, то
остов M содержит изометрический подграф K7−C5 (т. е. остов 4-мно-
гогранника Pyr (Pyr 5)), который 5-гонален, но невложим. Например,
у правильного 4-многогранника 600-ячейки, который является за-
мкнутым симплициальным 3-многообразием, есть пять тетраэдров на
каждом ребре.

Условие изометричности связи необходимо (оно было пропущено
в [DeSt98]). Например, существует вложимое 3-многообразие, у кото-
рого есть ребро, принадлежащее пяти тетраэдрам; его остов—K7−P2.

Для того, чтобы проверить (ii) теоремы 15.2 при n = 3, напри-
мер, рассмотрим замкнутые симплициальные 3-многообразия такие,
что каждое ребро принадлежит не более, чем четырем тетраэдрам.
Существует ровно пять таких многообразий. Их остовами являются
K5 = G(α4), K2×4 = G(β4), K6 (3-мерное подмногообразие α5), K6−e,
K7 − 2e. Все эти пять остовов вложимы в 1

2
Hm при m = 5, 4, 6, 8, 8

соответственно. Можно показать, что остов любого n-многообразия
в случае (ii) – это граф Ki − tP2 (т. е. i-клика с t удаленными непере-
секающимися ребрами) такой, что либо (i, t) = (2n + 2, n + 1), либо

n � t + 1 и n + t + 2 � i � n + t + 1 +
⌊

n − t + 1

2

⌋
.

На самом деле, любой подграф остова (n + 1)-ортаэдра, содержа-
щий Kn+2 − P2, возникает как остов такого вида; все они являются
вложимыми графами диаметра два. Например, K7−P2 возникает как
остов n-многообразия (ii), но только при n = 4.
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