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Pour un espace mCtrique, on montre les liens existant entre diverses possibilitts de plonge- 
ment isomttrique: dans un hypercube, dam H” ou dans un espace L’. On ttudie des conditions 
(surtout nCcessaires) de plongeabilitt, notamment l’intgalitt hypermttrique. On applique ces 
notions aux graphes avec leur distance uselle ou tronqute (notamment) aux polytopes 
rtguliers). On examine aussi rapidement plusieurs examples de caracthe non combinatoire et 
les liens avec d’autres problkmes classiques (copositivitt, adresses ternaires, thtorime de 
Grothendieck). 

0. Introduction 

On a voulu grouper ici de nombreux rCsultats sur les proprietks mCtriques des 
hypercubes provenant soit de la combinatoire, soit de l’analyse fonctionnelle. De 
ce fait on ne donne pas les dkmonstrations en gCnCral, mais les rCfCrences sont 
Cventuellement prkcistes. Les dCmonstrations seront de toute faGon dCtaillCes 
dans un livre B paraitre des deux auteurs [2]. 

On s’interesse ici aux espaces mktriques plongeables isometriquement soit dans 
un hypercube ou dans Z“ (avec la distance C:=l 1% - yiI), soit dans un espace L’. 

La premikre CventualitC a des liens avec certains problbmes d’existences en 
combinatoire (adresses, “line graphs”, “intersection patterns”). 

La seconde possibilitC de plongement aurait plutbt des liens avec les espaces 
normCs et  l’analyse fonctionnelle. 

Donnons une idCe rapide du plan: 
(1) introduction de notions de base et de leurs liens les plus Cvidents; 
(2) Ctude des conditions (surtout nkcessaires) de plongeabilitk; 
(3) cas des graphes avec distance tronqute; 
(4) cas des graphes avec distance usuelle (on ktudie notamment les polytopes 

(5) examen d’examples de nature non combinatoire; 
(6) quelques sujets connexes (“intersection patterns”, copositivitC, adresses 

Par ailleurs, prkcisons tout de suite un certain nombre de notations. 

rkguliers et les “regular honeycombs” ou pavages rkguliers); 

ternaires, thCorkme de Grothendieck). 
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Pour noter les graphes on usera des notations K,, (graphe complet a n 
sommets), En (graphe sans arbte a n sommets), P,, (chemin a n aretes), C,, (cycle 
a n aretes), K,\T ( n  sommets, ensemble d'aretes complementaire de celui du 
graphe T )  et S,, (Ctoile avec un centre et  n sommets peripheriques). 

D'autre part, si G = ( X ,  E )  est un graphe connexe, on considere X comme un 
espace mktrique muni de la distance du plus court chemin (chaque arbte &ant 
prise de longueur 1) qu'on notera parlois dG et qu'on appellera la distance de 
graphe usuelle. 

Enfin si GI = ( X I ,  El) et G,= (X2 ,  E,) sont des graphes on note GIG, leur 
produit direct: l'ensemble des sommets est XI x X,. ((xl, x2), ( y l ,  yz)) est une arete 
si et seulement si: x 1  = y,, ( x 2 ,  y , ) € E 2  ou x2 = y2, (x,, yl) €El; si G est un 
graphe, n un entier 3 1, on note G" le produit direct de n facteurs egaux a G. 

1. Notions de bases 

On rappelle d'abord la definition de trois espaces metriques fondamentaux: 
(1) (K2)" l'hypercube de Iw" (produit direct (K2)" avec sa distance de graphe 

usuelle): l'espace sous-jacent est (0, ly, c'est-a-dire I'ensemble des parties de 
(1, . . . , n} et on pose d(A, B )  = IAAB( pour toutes parties A, B de (1, . . . , n} (on 
voit donc que ce n'est autre que le graphe des sommets et des aretes d'un 
hypercube de Iw" avec la distance du plus court chemin, ou de faqon equivalente 
l'ensemble des mots binaires de longueur n avec la distance de Hamming). 

(2) Z" Ee pavage cubique rigulier de Iw" (produit direct (Z)" avec sa distance de 
graphe usuelle; naturellement les arbtes de Z sont les ( j ,  j +  1) pour tout ~ E Z ) :  
l'espace sous-jacent est Z" et on pose d(x ,  y )  = I:=, Ix, - y,l ou les x,  sont les 
coordonnees entieres de x (on voit donc que ce n'est autre que le graphe des 
sommets et  des aretes du r6seau cubique rkgulier de Iw" avec la distance du plus 
court chemin). 

( 3 )  espace L ' 0 ,  d, p ) :  0 est un ensemble, d une cT-algebre de parties de 0, p 

une mesure 3 0 sur (0, d); L' (0 ,  d, p) est alors l'espace vectoriel des applica- 
tions mesurables f :  (0, d) -+ Iw telles que If(w)l p(dw) < 00; il est muni de la 
norme f -+ l l f l l =  Jn If(o)l p(dW) et donc de la distance f,, f, + \ I f i  - f211 (en fait 
tout cela aprbs passage au quotient pour 2tre strict). 

On notera que l'hypercube (K,)" est un sous-espace mCtrique du pavage Z". 
D'autre part le pavage H" est le sous-espace metrique des elements B valeurs 
entieres de l'espace L1(O", do, po)  suivant: 0" = (1, . . . , n}, do = 2O, po est la 
cardinalitt, c'est-a-dire Ia mesure qui a une masse 1 en chaque point (cet espace 
est l'espace 1' de dimension n ) .  

Definitions. (1) On dira qu'un espace mktrique ( X ,  d )  est plongeable dans un 
hypercube (resp. h -plongeable, resp. plongeable dans L ') s'il peut Ctre consider6 
com'me un sous-espace metrique d'un hypercube (resp. d'un pavage cubique 
regulier, resp. d'un espace L1). 
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On dira qu’un Ccart d sur un ensemble X est plongeable dans un hypercube 
(resp. h -plongeable, resp. plongeable dans L1) si l’espace metrique quotient 
correspondant a cette propriete. 

(2) Soient X un ensemble et  d un kcart plongeable dans un hypercube (resp. 
h-plongeable) sur X ;  on appelle h-contenu (resp. h-rang) de d et on note ~ , , ( d )  
(resp. h ( d ) )  le plus petit n tel que d puisse 2tre plongC dans un hypercube (KJ” 
(resp. un pavage cubique h”). 

(3) Soient X un ensemble et d un Ccart sur X plongeable dans un hypercube; 
on appelle h-rdalisation de d tout plongement de d dans un hypercube c’est-a- 
dire la donnee d’un ensemble fini 0 et pour chaque x E X d’une partie A(x)  de 0 
vkrifiant : 

v x ,  Y EX, a x ,  Y )  = IA(X)AA(Y)I. 

Lemme 1. Soit X un ensemble jini. On a alors: 

hypercube ; 

rationnel tel que Ad soit h-plongeable. 

(1) un k a r t  sur X est h-plongeable si et seulernent si il est plongeable dans un 

(2) si un kart  sur X est a valeurs entikres et plongeable dans L’, alors il existe A 

Definition. Soient X un ensemble et  d un ecart sur X a valeurs entibres. O n  
appelle tchelle de d et on note q(d) le plus petit rationnel A tel que Ad soit 
h -plongeable. 

2. Conditions de plongeabiliite 

On cherche a reconnaitre les distances plongeables dans L’ par un certain 
nombre d’inCgalitCs simples. M2me en presence de structures additionnelles 
(graphes, stationnaritk) on ne sait pas le faire. 

Cependant il faut signaler que pour les espaces norm6s (avec la distance de la 
norme d(x, y )  = I)x - yll), on a la caractkrisation suivante [lo]: d est plongeable 
dans L’ si et seulement si d est de type nCgatif (voir ci-dessous). (Rappelons aussi 
qu’un espace mttrique (X ,  d )  est plongeable dans L2 si et seulement si d2 est de 
type nCgatif .) 

En fait on ne dispose principalement que de l’importante condition nkcessaire 
suivante (introduite dans [13]): 

Definitions. (1) Soient ( X ,  d )  un espace mttrique et n un entier 3 1, on dit que d 
est (2n + 1)- (resp. 2n-) polygonale si on a: 

VX’, . . . , x, EX, VY,, . . . , Yn+lEX ( rap .  VY,, . . . , y ,  E X ) ,  

1 d(xi, xi) + 1 d(Yi, Y j )  2 d ( h ,  ~ 1 ) -  
i <i i< j  i,i 

(on notera que les xi et yi ne sont pas supposts distincts). 
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Fig. 1 

On parle de pentagonal au lieu de 5-polygonal (naturellement l’inegalite 

(2) On dit que d est hypermttrique (resp. de type ntgatif) si d est 2n + 1- (resp. 
3-polygonale est simplement l’inkgalite triangulaire). (Voir la Fig. 1.) 

2n-) polygonale pour tout entier n 2 1. 

Proposition 2. Un tcart plongeable dans L’ est hypermetrique. Un ecart (2n + 1)- 
polygonal est (2n - 1)- et (2n + 2)-polygonal. 

Un k a r t  (2n + 2)-polygonal est 2n-polygonal. 
Un kcart hypermttrique est de type ntgatif. 

(Noter qu’une fonction symktrique hypermktrique est nkcessairement un kcart.) 
Le cone des Ccarts plongeables dans L1 sur un ensemble fini fixe X est un 

polytope, donc caractkrist en principe par un nombre fini d‘inegalites (les 
ClCments extremaux du cone dual). Ces inkgaliths ne sont pas connues explicite- 
ment en gCnCral. En particulier des que l’ensemble X a 7 points, on montre que 
l’usage des inkgalit& polygonales ne suffit pas. De faGon precise on a: 

Proposition 3. (1) [13] Une distance sur un ensemble h 4 points est plongeable 
dans L’. 

(2)  [13] Une distance pentagonale sur un ensemble a 5 points est plongeable 
dans L’. 

(3) [ 5 , 6 ]  Sur un ensemble a 7 points, il existe des distances hypermttriques et non 
plongeables dans L I. 

Dans le cas d’un ensemble B 7 points precisons le contre exemple donne dans 
[6]: c’est le graphe K,\P2 avec sa distance de graphe usuelle; le contre exemple 
donne dans [ S ]  est dual et consiste en une inegaiite satisfaite par les &carts 
plongeables dans L’ et ne se ramenant pas a des inkgalites polygonales (Noter 
que sur un ensemble B 6 points il semble qu’une distance 7-polygonale soit 
plongeable dans L1, mais la question demeure ouverte). 

Le cas ou X est fini est d’une importance particuliere car on a le resultat de 
finitude suivant: 

Proposition 4 ([lo] et aussi [4]). Soit (X, d )  un espace mttrique. Pour que d soit 
plongeable dans L1 il  faut et il suffit que la restriction de d a chaque partie finie de X 
soit plongeable dans L’. 
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[lo] donne en fait un rCsultat gtntral  de finitude pour les distances plongeables 
dans Lp, pour p ~ [ l ,  4; plus tard [4] prtsente ce m2me rtsultat pour L’ comme 
un cas particulier d’un rCsultat de finitude pour les covariances M-rtalisables 
(pour le point de vue des covariances et “intersection patterns” voir cidessous, 
chapitre VI). 

Le problkme de la reconnaissance des distances h-plongeables est plus 
compliquk. On doit ajouter aux inCgalitCs qui assureraient le plongement dans L’ 
des conditions de nature diffCrente. 

On doit avoir la condition de paritC suivante: 

Lemma 5. Soit (X,  d )  un espace mttrique. Si d est h-plongeable, alors le pirim2tre 
de tout triangle est pair. 

On note que cette condition n’est pas suffisante pour qu’une distance plonge- 
able dans L1 soit h-plongeable: ainsi pour le graphe &\PI (avec d sa distance de 
graphe usuelle) 2d est plongeable dans L’ mais non h-plongeable. 

Cependant on a: 

Proposition 6 [13]. Sur un ensemble a 5 points un kcart plongeable dans L1 est 
h-plongeable d2s que le pirirnttre de tout triangle est pair. 

3. Grsphes avec distance tronquee 

On fait d‘abord l’observation suivante: soit X un ensemble, une fonction 
symttrique sur X x X 2 2 valeurs (0 sur la diagonale et tventuellement ailleurs et  
1) est toujours un kcart plongeable dans L’ (car apres quotient on se r a m h e  a un 
graphe complet, voir cidessous). 

Soit X un ensemble. Une fonction symttrique sur X X X  a 3 valeurs (0 sur et  
seulement sur la diagonale, 1 et  2)  est toujours une distance. Cela amene a poser 
la dtfinition suivante: 

Definition. Soit G = (X, E) un graphe. On appelle distance tronqute sur l’ensem- 
ble des sommets de G la distance dCfinie ainsi: 

0 si x = y, 
1 tlx, y E X ,  db(x, y)  = si ( x ,  y )  E E, 1 2 sinon. 

( d k  n’est autre que inf(dG, 2) avec l’adaptation Cvidente si G n’est pas connexe.) 

Notations. Soit G = (X ,  E )  un graphe, x O c  X et Go le sousgraphe induit sur 
X\{xo}. on dira que G est suspension de Go si (xo ,  x )  E E pour tout x E X\{xo}. 
D’autre part, pour abreger, on utilise l’expression anglaise “line graph” pour 
dCsigner le graphe representatif des aretes d’un graphe. 
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Proposition 7. Soit G = ( X ,  E )  un graphe. 
(a) d b  est h-plongeable si et seulement si elle est h-plongeable chaque fois qu’elle 

est restreinte a 5 points (en fait cela rkduit G a ttre S,, ou 
(b) Si G est un “line graph’’ ou une suspension de “line graph”, alors 2db est 

h - plongeable. 
(c) Si 1x1 6, 2db est h-plongeable si et seulement si G ne contient pas comme 

sous-graphe induit un des 8 graphes exhibe‘s dans la Fig. 2. 

ou En). 

Demonstration. (a) Soit G tel que d b  soit h-plongeable. Supposons d’abord 
1x1 = 3. Le Lemme 5 implique G = P2 ou K,. Supposons maintenant (XI = 4 ou 5, 
les sous-graphes induits sur 3 points doivent &re P2 ou K,. Par ailleurs rappelons 
que K2,3 n’est pas pentagonal. Donc G = S,, S,, (K2)’, K4 ou 17,. Si 1x1 = n a6,  
les sous-graphes induits sur 5 points doivent &tre S,  ou I?,. On vtrifie aiskment 
que si G = S,, (K2)’, En, alors d& est h-plongeable. D o h  le rksultat. 

Fig. 2 



Espaces mktrique plongeables dans un hypercube 203 

(b) Soit r = (Y, F) un graphe. Soit Go = (F, E,) le “line graphe” de r((a, b) E E, 
si, a, b E F, la n b J  = 1). Soit G = (X, E) la suspension de Go (c’est-&-dire: X =  
F U { x , }  et E =E,U{(a, x,) 1 a EF}). Pour obtenir une h-rkalisation de 2 d b  (et 
donc aussi de 2d& par restriction) on prend: 

O =  Y, A ( x , ) = @  et A ( a ) = a  pour tout ~ E F .  

(c) Les graphes a 5 sommets ou moins sont tous des “line graphes” ou des 
suspensions de “line graphs” except6 6 graphes 5 5 sommets: les graphes (l), (2) ,  
(3), (4)  de l’enoncb et les graphes 

Fig. 3 

On v6rifie ais6ment que pour les quatre premiers (resp. les deux derniers) 2 d b  
n’est pas pentagonale (resp. est h -plongeable). 

Les graphes a 6 sommets qui ne contiennent pas ( l ) ,  (2) ,  (3) ou ( 4 )  comme 
sous-graphe induit (ce qui exclut dkja 48 graphes) sont tous des “line graphs” ou 
des suspensions de “line graphs” except6 27 graphes. Pour ces 27 graphes, 2 d b  
est toujours h-plongeable sauf pour les graphes ( 5 ) ,  (6), (7) et (8) de l’bnonce. On 
notera que pour (5) et (6) (resp. pour (7) et (8)) 2 4  n’est pas L1-plongeable 
(resp. 4dL est h-plongeable). 0 

Remarques. (1) On peut poser la question suivante: la reconnaissance des 
graphes G pour lesquels 2 d b  est h-plongeable est-elle un problLme d’ordre fini, 
c’est & dire existe-t-il un entier p tel que, pour chaque graphe G, 2 d b  est 
h-plongeable dbs qu’elle est h-plongeable toutes les fois qu’elle est restreinte & p 
points? 

(En d’autres termes, la h -plongeabilitC de 2d& peut-elle t t re  caracterisbe par 
un nombre fini de configurations interdites?) E n  fait, on peut mettre en evidence 
un graphe G & 9 sommets avec 2 d b  non h-plongeable bien que h-plongeable dbs 
qu’on enlbve un sommet quelconque, donc p 3 9. 

(2) On peut rapprocher ce problbme des suivants (pour lesquels la question est 
rbolue): 
- reconnaitre les graphes tels que dG est h-plongeable: ordre 5, [17,6]; 
- reconnaitre les “line graphs”: ordre 6, [7]. 
On peut aborder le problbme (1) (reconnaitre si 2 d b  est h-plongeable) comme 

un probleme de “line graph” d’hypergraphe trbs particulier. 
Rappelons qu’en gCnCral (cf. [S]) la reconnaissance d’un “line graph” d’hyper- 

graphe (mtme assez pr6cisC) ne peut se faire par un nombre fini de configurations 
interdites. 
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(3)  Signalons aussi un resultat de “finitude” de [25]: soit E un espace norm6 de 
dimension finie dont la boule unite est un polytope; pour que E (muni de la 
distance de la norme) soit plongeable dans L1, il suffit que tout sous-espace norm6 
de  E de dimension 3 soit plongeable dans L’. 

(4) Soient G = (X ,  E )  un graphe et n un entier 3 1. On definit sur l’ensemble 
des sommets de G la distance d g )  suivante: 

i n +  1 sinon. 

0 si x = y, 
n Vx,  y EX, dgn)(x,  y) = si ( x ,  y)  E E, 

Cette distance est 2n + 1-polygonale. Si k est un entier 2 1, la reconnaissance des 
graphes G tels que kd‘,“’ soit h-plongeable est-elle un problkme d’ordre fini? 

(5) Notons enfin (c’est un resultat de [ll] sur la reconnaissance des “intersec- 
tion patterns”) que la reconnaissance des distances h -plongeables a 4 valeurs 
(0,2,4,6) est un problkme NP complet donc ne saurait Etre un problkme d’ordre 
fini que si NP = P (Plut6t que de preciser ces termes, on renvoie au livre de Garey 
et Johnson 1191). 

4. Graphes avec distance usuelle 

On considhe desormais des graphes connexes G = (X ,  E ) .  L‘ensemble des 
sommets X est muni de la distance de graphe usuelle dG (distance du plus court 
chemin). On a l’important resultat suivant: 

Proposition 8. [17] Soit G = (X ,  E )  un graphe connexe. Alors d ,  est h-plongeable 
si et seulement si: 

(a) G est bipartite 
(b) pour rout ( s ,  t ) E  E, l’ensemble G(s, f) = {x E X I d(x ,  s )  < d(x,  t ) }  est 

mdtriquement fermd (c’est-a-dire pour tout x, y E G(s,  t )  tout chemin de longueur 
minimale entre x et y est contenu dans G(s, t ) ) .  

On voit aisement que la condition (a) (graphe bipartite) n’est autre que la 

Avis [6] remarque que la condition (b) n’est autre que I’inCgalite pentagonale. 
condition du Lemme 5 (pkrimktre pair pour les triangles). 

En dautres termes: 

Corollaire 9. Soit G = (X ,  E )  un graphe connexe. Alors dG est h-plongeable si et 
seulement si elle est h-plongeable toutes les fois qu’elle est restreinte a 5 points 
(probleme d’ordre 5 ) .  

On va maintenant donner des examples (chaque graphe est muni de la distance 
usuelle dG et on donnera le cas Ccheant la valuer de 7 = q ( d G ) ) .  
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Fig. 4 

On note d’abord que les graphes K2.3, K2,3 plus une arkte (ce qui se fait de deux 
faqons) et K,\P2 fournissent des exemples de graphes non plongeables dans L’ 
(les trois premiers sont les exemples (l) ,  (3), (4) de la proposition 7 pour lesquels 
d ,  = db;  le dernier est le contre exemple de [6]). 

L‘exemple (2) de la Proposition 7 pour lequel d b  diffkre de dG (4 est 
h-plongeable, d’, = inf(&,2) n’est pas plongeable dans L’) peut s’interpreter de 
la facon suivante: Le graphe du cube tronque autour d’un sommet (c’est-a-dire le 
graphe des sommets et des arktes de ce polyedre) n’est pas plongeable dans L’ 
(voir la Fig. 4). Pour finir, nous prtcisons dans le Tableau 1 (voir page suivante) la 
possibilite de plongements pour les graphes de polytopes et pavages rkguliers. 
On va maintenant envisager le graphe (c’est-2-dire le graphe des sommets et  des 
arbtes) de chaque polytope rkgulier, de chaque pavage rkgulier de R” et  de 
certains pavages rkguliers du plan hyperbolique. (Voir le Tableau 1.) Pour chacun 
d’eux on  donnera la valeur de l’tchelle q ( d G ) .  Enfin on notera chacun par son 
symbole de Schaffli (voir le livre de Coxeter [12]). 

(En dehors des cas les plus simples, les polyedres rkguliers viennent de [21], 
l’ktude de I’echelle de K,,,,, \ P, B l’aide de matrices de Hadamard provient de [9] 
et  le reste de [3]; la Proposition 8 sert de critkre lorsque q = 1 et la Proposition 4 
pour les pavages du plan hyperbolique.) 

5. Plongements dans L’ de quelques espaces metriques infinis 

On se propose de donner des exemples sans detail (et sans repeter ceux de 

(1) Semigroupes. Soit S un semi groupe abklien note additivement avec une 
origine 0; on  suppose soit que S est un grpupe, soit qu’il existe un entier n avec 
2 n s = s  pour tout S E S .  Soit f : S +  R, o n  pose alors: Vs, t ~ s ,  d(s,  t ) =  

W1). 

2f( s + t )  - f(2s) - f (2 t ) .  

Proposition 10 [4]. Soit d la fonction dkfinie ci-dessus. Si d est de type ntgatif, 
alors d est une distance plongeable dans L L .  

Corollaire 11 [4]. Soit 4 une capacitk m-alternde de CFoquet. Alors la fonction 
d ( A ,  B )  = 24(A U B) - 4(A)  - + ( B )  est une distance plongeable dans L’ .  
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Tableau 1 

Symbole de Nom Plongeabilitt 
Schaffli usuel Graphe et Cchelle 

polygone a n cBtes 
pavage "cubique" de R 
tktrakdre 
cube 
octakdre 
dodCcaedre 
icosakdre 
pavage "cubique" de R2 
pavage triangulaire de R2 
pavage hexagonal de R2 

c, 
z q = l  

K4 q = 2  
q = 1  
q = 2  
q = 4  
4 = 4  

z2 q = l  
q = 2  
q = l  

q = 1 ( n  pair), = 2 (sinon) 

{P, q1 (pavage regulier du graphe plongeable dans L' 
planaire si p est pair 
de degre 
q mail- 
les de 
longueur p 

(partie finie q = 1) 

{m, 91 (pavage rtgulier du 
plan hyperbolique) 

{3> 43 31 
{3,3,51 
{5,3.31 
{3,3,4,3) 

{3,4,3,31 

polytope a 24 faces de R4 
polytope a 600 faces de R4 
polytope a 120 faces de R4 
pavage de R4 par des 
polytopes en croix 
pavage de R4 par des 
polytopes a 24 faces 

arbre plongeable dans L 1  
infini de 
degrC q 

(partie finie q = 1) 

non plongeable dans L' 
non plongeable dans L' 
? 
q = 2  

non plongeable dans L' 

(les symboles qui suivent sont de longueur (n ~ 1) avec n 3 4 )  
{3,. . ,131 simplexe dans R" K,,, q = 2  
{4,3, . . . 1 3) hypercube dans R" (K2)" n = 1  
(3,. . . ,3,41 polytope en croix dans R" contient q n G q < n  

{4, . . . ,41 pavage cubique de R"-' z"-' q = l  
Knil \PI (cf. matrices de Hadamard) 

(2) Anneaux. Donnons seulement le rCsultat suivant pour l'anneau des entiers 
(mais il s'etend aux anneaux factoriels). 

Proposition 12 [4]. Pour tous p ,  q entiers > O  on pose 

Alors d est une distance plongeable dans L' 

(3)  Distance des biofopes. Cette distance est introduite dans [23]. 
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Proposition 13 [4]. Soit un ensemble fini. Pour tous A, B c 0, on pose 6 ( A ,  B )  = 

(AABI I [A UBI (distance des biotopes). Alors S est une distance plongeable dans 
L’. 

Plus gtntralement, soient ( X ,  d )  un espace mttrique plongeable dans L1  et xo un 
point de X .  Alors 

est plongeable dans L’. 

(4) Calcul fonctionnel. I1 s’agit d’un analogue d’un rksultat de [24]. 

Proposition 14 [4]. Soit ( X ,  d )  un espace mttrique plongeable dans L’. Alors d P  
(pour chaque p E 10, 13) et 1-exp( - Ad) (pour chaque h >0) sont des distances 
plongeables dans L1. 

( 5 )  Espaces normts. 

Proposition 15 [24]. Un espace L p  est plongeable dans L1 si p E [1, 21. Un espace 
L p  n’est pas plongeable en gkntral dans L’ si p €12, m]. 

(6)  Espaces hyperboliques. Rappelons la prksentation due a Klein: soit X la 
boule ouverte (euclidienne) de R”; pour tous x, y E X ,  x f  y ,  on pose 

oii u et IJ sont les intersections de la droite x, y avec la sphere. 
( X ,  d )  est l’espace hyperbolique de dimension n. 

Proposition 16 [l]. Le plan hyperbolique est plongeable dans L’ 

I1 semble vraisemblable qu’en gCnCral l’espace hyperbolique de dimension n 
soit plongeable dans L’. En effet on montre dans [18] que sa distance est de type 
nkgatif. 

(Signalons que la sphere de R” avec sa distance gkodksique est plongeable dans 
L1, PI].) 

4. Covariances et dive= questions connexes 

Soient X un ensemble, k et d des fonctions symktriques de X x X dans [w et 
x 0 e X .  On dCfinit alors K,d et Lk de la faGon suivante: 

V X ,  Y E X ,  & , d ( x ,  Y ) = $ [ ~ ( x ,  xo)+d(y, xo)-d(x, Y)I, 

Vx ,  Y EX, Lk(x ,  ~ ) = k ( x ,  x>+ k(y ,  ~ ) - 2 k ( x ,  Y).  
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On a: LK,d = d. On va voir que les operateurs K, et L permettent le passage 
entre les distances h-plongeables e t  les “intersection patterns” (ainsi que le 
passage correspondant pour les distances plongeables dans L1). Pour cela don- 
nons d’abord les definitions suivantes: 

Definitions. Soient X un ensemble et  k une fonction symetrique de X x X dans R. 
(a) On dit que k est un “intersection pattern” s’il existe un ensemble 0 et une 

famille ( A ( X ) ) ~ ~ ~  de parties de 0 telles qu’on ait: 

V x ,  Y E X ,  k ( x ,  y ) = I A ( x ) n A ( y ) l .  

(b) On dit que k est une convariance (0, 1)-realisable (ou “intersection pattern” 
continu) s’il existe un espace mesure (0, d, p )  avec p 20 et une famille c f (x ) ) , , ,  
de  fonctions mesurables sur 0 a valeurs dans {0,1} tels que: 

k ( x ,  Y )  = (f(x> I ~ ( Y ) ) L ~ ( O , ~ P , ~ )  

(06 (. I - ) L ~ ( n , s B , w L )  designe le produit scalaire dans L2(0 ,  d, p ) ) .  

(9 V X ,  Y E X, 

Remarques. (a) Les ”intersection patterns” sont la forme naturelle de certains 
problemes d’existence en combinatoire. L’extension a n variables (cardinal des 
intersections n a n )  est ktudiee dans [16]. 

(b) Si on pose pour chaque x EX: A ( x )  = {w 1 f ( x ) ( w )  = l} on peut ecrire aussi 
bien (i) sous la forme: 

V x ,  Y EX, k ( x ,  Y )  = ~ . ( A ( x )  ~ A ( Y ) )  

ce qui justifie la denomination d”‘intersection pattern” continu. 
(c) I1 est intkressant de remplacer dans (i) les fonctions a valeurs dans (0, 1) par 

des fonctions a valeurs dans M (ou M est une partie de Iw ou mGme d’un espace 
de Hilbert auxiliaire). On obtient ainsi: pour M={-1, l} la classe des 
“covariances of unit processes”, pour M = R’ la classe des matrices completement 
positives (objet dual de la classe des matrices copositives). 

Un examen systematique pour M quelconque en est donne dans [2]. (Tout cela 
dans le cas reel; dans un travail en cours, le cas complexe est considere, avec 
M = U ). Le passage entre distance et covariance est immediat: 

Proposition 17. Soient ( X ,  d)  un espace mttrique et xo E X .  Alors d est plongeable 
dans L‘ (resp. h-plongeable) si et seulement si Kxod est une covariance (0, 1)- 
re‘alisable (resp. un “intersection pattern”). 

Enfin on va montrer les liens existant entre les questions qui precedent et deux 
problemes classiques (en fait surtout pour rappeler l’importance de ces 
problemes). 

Rappelons d’abord la notion de contenu: ( X  est un ensemble) 
(a) (voir plus haut) soit d une distance h-plongeable; on appelle h-contenu de 
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d (note q , ( d ) )  le plus petit des entiers n tels que d puisse s’tcrire d(x,  y )  = 
IA(x)AA(y) (  pour des A ( x )  inclus dans un ensemble R avec (R(  = n. 

(b) de m&me soit d une distance plongeable dans L1; on appelle contenu de d 
(note o ( d ) )  le plus petit des rCels a tels que d puisse s’kcrire d(x,  y ) =  
p ( A ( x ) A A ( y ) )  pour des A ( x )  inclus dans un espace measure (0, d, p) avec 

On utilisera la notion de contenu (resp. h-contenu), sans preciser les adapta- 
tions tvidentes, dans des cas oii des reprksentations diff krentes sont utilides: par 
example pour p ( A ( x )  fl A ( y ) ) ,  pour les covariances M-rtalisables et ci-dessous. 

(1)  Adresses ternaires et conjecture de Graham et Pollack (cf. [20]). Soient X un 
ensemble et d une distance B valeurs entikres sur X .  On dit qu’on s’est donnt des 
adresses ternaires si on s’est donne pour chaque x EX, deux parties A ( x )  et A ( x )  
d’un ensemble R de facon que: 

V x  E X ,  A(x) c A ( x ) ,  
Vx ,  Y EX, d fx ,  Y ) =  ([A(x)\~(y)lUCA(y)\A(x)11. 

p 3.0, p ( R )  = a. 

Une telle representation est toujours possible (noter que si on prenait A ( x ) =  
A ( x ) ,  ce ne serait plus le cas que pour les distances h-plongeables). La notion 
inttressante ici est le h-contenu (ou longueur minimale des adresses ternaires) 
c’est-&dire la valeur minimale de Ill( dans une telle representation. 

Conjecture de Graham et Pollack. Soit G = ( X , E )  un graphe connexe n 
sommets. Alors la longueur minimale des adresses temaires pour ( X ,  a&) est 
inferieure ou tgale a n - 1. 

(Yao [26] donne une bonne Cvaluation de cette longueur). 

(2)  Thiorkme et constante de Grothendieck (on renvoie entierement 5 [22]). Un 
rCsultat important en analyse fonctionnelle (du a Grothendieck) est le suivant: 

Soit X la sphbre unite d’un espace de Hilbert H, c’est-a-dire l’ensemble des 
e‘ttments de norme 1; on peut se donner un espace mesure (0, .#, p )  avec p 2 0  et 
w(R) fini, et pour chaque x E X deux fonctions measurables f ( x )  et g(x)  de (0, d )  
dans {-1,1> de f q o n  que: 

VX, Y EX ,  (x I Y ) H  = ( fb )  I g(Y)>LZ(n,d,p)  

(ou (. I * ) H  et (. I . ) L 2 ( n , d , p )  de‘signent les produits scalaires respectifs dans les espaces 
de Hilbert H et Lz(R, d, p)) .  

L’assertion importante ici est que p(R) est fini et on appelle constante de 
Grothendieck la plus petite valeur possible de p ( R )  dans une telle representation, 
autrement dit le contenu de ce problkme. Notons-la &. L’kvaluation suivante 
seule est connue [22]. 

7F IT 
-SICG< 
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