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Pour un espace métrique, on montre les liens existant entre diverses possibilités de plonge-
ment isométrique: dans un hypercube, dans Z" ou dans un espace L. On étudie des conditions
(surtout nécessaires) de plongeabilité, notamment ’inégalité hypermétrique. On applique ces
notions aux graphes avec leur distance uselle ou tronquée (notamment) aux polytopes
réguliers). On examine aussi rapidement plusieurs examples de caractére non combinatoire et
les liens avec d’autres problemes classiques (copositivité, adresses ternaires, théoreme de
Grothendieck).

0. Introduction

On a voulu grouper ici de nombreux résultats sur les propriétés métriques des
hypercubes provenant soit de la combinatoire, soit de 1’analyse fonctionnelle. De
ce fait on ne donne pas les démonstrations en général, mais les références sont
éventuellement précisées. Les démonstrations seront de toute facon détaillées
dans un livre & paraitre des deux auteurs [2].

On s’intéresse ici aux espaces métriques plongeables isométriquement soit dans
un hypercube ou dans Z" (avec la distance Y™, |x; — y;]), soit dans un espace L.

La premicre éventualité a des liens avec certains problemes d’existences en
combinatoire (adresses, “‘line graphs”, “intersection patterns”).

La seconde possibilité de plongement aurait plutdt des liens avec les espaces
normés et I'analyse fonctionnelle.

Donnons une idée rapide du plan:

(1) mtroduction de notions de base et de leurs liens les plus évidents;

(2) étude des conditions (surtout nécessaires) de plongeabilité;

(3) cas des graphes avec distance tronquée;

(4) cas des graphes avec distance usuelle (on étudie notamment les polytopes
réguliers et les “‘regular honeycombs” ou pavages réguliers);

(5) examen d’examples de nature non combinatoire;

(6) quelques sujets connexes (“intersection patterns™, copositivité, adresses
ternaires, théoreme de Grothendieck).

Par ailleurs, précisons tout de suite un certain nombre de notations.
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Pour noter les graphes on usera des notations K, (graphe complet a n
sommets), K, (graphe sans aréte a n sommets), P, (chemin a n arétes), C, (cycle
a n aretes), K,\I' (n sommets, ensemble d’arétes complémentaire de celui du
graphe I') et S, (étoile avec un centre et n sommets périphériques).

Drautre part, si G =(X, E) est un graphe connexe, on considére X comme un
espace métrique muni de la distance du plus court chemin (chaque aréte étant
prise de longueur I) qu’on notera parlois ds et qu’on appellera la distance de
graphe usuelle.

Enfin si G, =(X,, E|} et G,=(X,, E,) sont des graphes on note G,G, leur
produit direct: ensemble des sommets est X; X X,. ((xy, x5), (v;, y»)) est une aréte
si et seulement si: x;=7y,, (x,, V.)€ E, ou x,=y,, (x,v,)€E;; si G est un
graphe, n un entier =1, on note G" le produit direct de n facteurs égaux a G.

1. Notions de bases

On rappelle d’abord la définition de trois espaces métriques fondamentaux:

(1) (Ky)" I’hypercube de R" (produit direct (K,)" avec sa distance de graphe
usuelle): ’espace sous-jacent est {0, 1}", c’est-a-dire I'ensemble des parties de
{1,...,n} et on pose d(A, B) =|AAB| pour toutes parties A, B de {1,...,n} (on
voit donc que ce n’est autre que le graphe des sommets et des arétes d’un
hypercube de R" avec la distance du plus court chemin, ou de fagon équivalente
I’ensemble des mots binaires de longueur n avec la distance de Hamming).

(2) 72" le pavage cubique régulier de R" (produit direct (Z)" avec sa distance de
graphe usuelle; naturellement les arétes de Z sont les (j, j+1) pour tout jeZ):
Pespace sous-jacent est Z" et on pose d(x,y)=Yr_;|x—y]| ot les x; sont les
coordonnées entieres de x (on voit donc que ce n’est autre que le graphe des
sommets et des arétes du réseau cubique régulier de R" avec la distance du plus
court chemin).

(3) espace L', oA, u): € est un ensemble, & une o-algébre de parties de (2, n
une mesure =0 sur ({2, ); L'(Q, o, u) est alors I’espace vectoriel des applica-
tions mesurables f: (2, o) —» R telles que [, |f(w)] u(dw) <w; il est muni de la
norme f— ||fl=Jq |f(®)| #(dw) et donc de la distance f, f,— ||fi—fol (en fait
tout cela aprés passage au quotient pour &tre strict).

On notera que ’hypercube (K,)" est un sous-espace métrique du pavage Z".
D’autre part le pavage 7" est le sous-espace métrique des éléments a valeurs
entieres de I'espace L'(2,, oy, wo) suivant: 2,={1,...,n}, ;=22 p, est la
cardinalité, c’est-a-dire la mesure qui a une masse 1 en chaque point {(cet espace
est I'espace [' de dimension n).

Définitions. (1) On dira qu'un espace métrique (X, d) est plongeable dans un
hypercube (vesp. h-plongeable, resp. plongeable dans L') s’il peut étre considéré
comme un sous-espace métrique d’un hypercube (resp. d’un pavage cubique
régulier, resp. d’'un espace LY.
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On dira qu’un écart d sur un ensemble X est plongeable dans un hypercube
(resp. h-plongeable, resp. plongeable dans L) si ’espace métrique quotient
correspondant a cette propriété.

(2) Soient X un ensemble et d un écart plongeable dans un hypercube (resp.
h-plongeable) sur X; on appelle h-contenu (resp. h-rang) de d et on note w,(d)
(resp. pn(d)) le plus petit n tel que d puisse étre plongé dans un hypercube (K,)"
{resp. un pavage cubique Z").

(3) Soient X un ensemble et d un écart sur X plongeable dans un hypercube;
on appelle h-réalisation de d tout plongement de d dans un hypercube c’est-a-
dire la donnée d’un ensemble fini £ et pour chaque x € X d’une partie A(x) de (2
vérifiant:

Vx,yeX, d(xy)=|AxAAY).

Lemme 1. Soit X un ensemble fini. On a alors:

(1) un écart sur X est h-plongeable si et seulement si il est plongeable dans un
hypercube ;

(2) si un écart sur X est a valeurs entiéres et plongeable dans L*, alors il existe A
rationnel tel que Ad soit h-plongeable.

Définition. Soient X un ensemble et d un écart sur X a valeurs entiéres. On
appelle échelle de d et on note n(d) le plus petit rationnel A tel que Ad soit
h-plongeable.

2. Conditions de plongeabilité

On cherche a reconnaitre les distances plongeables dans L' par un certain
nombre d’inégalités simples. Méme en présence de structures additionnelles
(graphes, stationnarité) on ne sait pas le faire.

Cependant il faut signaler que pour les espaces normés (avec la distance de la
norme d(x, y)=|x—yl), on a la caractérisation suivante [10]: d est plongeable
dans L' si et seulement si d est de type négatif (voir ci-dessous). (Rappelons aussi
qu’un espace métrique (X, d) est plongeable dans L7 si et seulement si d? est de
type négatif.)

En fait on ne dispose principalement que de 'importante condition nécessaire
suivante (introduite dans [13]):

Définitions. (1) Soient (X, d) un espace métrique et n un entier =1, on dit que d
est (2n+1)- (resp. 2n-) polygonale si on a:

VX oo s X €X, Yy, oo, Yo €X (resp.Vyy, ...,y €X),

Y d(x, )+ ), dly, y) < d(x, y).

i<j i<j ij

(on notera que les x; et y; ne sont pas supposés distincts).
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Fig. 1

On parle de pentagonal au lieu de S5-polygonal (naturellement linégalité
3-polygonale est simplement 1'inégalité triangulaire). (Voir la Fig. 1.)

(2) On dit que d est hypermétrique (resp. de type négatif) si d est 2n+ 1- (resp.
2n-) polygonale pour tout entier n=1.

Proposition 2. Un écart plongeable dans L' est hypermétrique. Un écart (2n+1)-
polygonal est 2n—1)- et (2n +2)-polygonal.

Un écart (2n +2)-polygonal est 2n-polygonal.

Un écart hypermétrique est de type négatif.

(Noter qu’une fonction symétrique hypermétrique est nécessairement un écart.)

Le cone des écarts plongeables dans L' sur un ensemble fini fixe X est un
polytope, donc caractérisé en principe par un nombre fini d’inégalités (les
éléments extrémaux du cone dual). Ces inégalités ne sont pas connues explicite-
ment en général. En particulier dés que I’ensemble X a 7 points, on montre que
I'usage des inégalités polygonales ne suffit pas. De fagon précise on a:

Proposition 3. (1) [13] Une distance sur un ensemble a 4 points est plongeable
dans L*.

(2) [13] Une distance pentagonale sur un ensemble a 5 points est plongeable
dans L'.

(3) [5, 6] Sur un ensemble a 7 points, il existe des distances hypermétriques et non
plongeables dans L.

Dans le cas d’un ensemble & 7 points précisons le contre exemple donné dans
[6]: c’est le graphe K-\ P, avec sa distance de graphe usuelle; le contre exemple
donné dans -[5] est dual et consiste en une inégalité satisfaite par les écarts
plongeables dans L' et ne se ramenant pas & des inégalités polygonales (Noter
que sur un ensemble & 6 points il semble qu'une distance 7-polygonale soit
plongeable dans L', mais la question demeure ouverte).

Le cas ot X est fini est d’'une importance particuliere car on a le résultat de
finitude suivant:

Proposition 4 ((10] et aussi [4]). Soit (X, d) un espace métrique. Pour que d soit
plongeable dans L* il faut et il suffit que la restriction de d a chaque partie finie de X
soit plongeable dans L'
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[10] donne en fait un résultat général de finitude pour les distances plongeables
dans LP, pour pe[1,of; plus tard [4] présente ce méme résultat pour L' comme
un cas particulier d’un résultat de finitude pour les covariances M-réalisables
(pour le point de vue des covariances et “intersection patterns’” voir cidessous,
chapitre VI).

Le probléme de la reconnaissance des distances h-plongeables est plus
compliqué. On doit ajouter aux inégalités qui assureraient le plongement dans L*
des conditions de nature différente.

On doit avoir la condition de parité suivante:

Lemma 5. Soit (X, d) un espace métrique. Si d est h-plongeable, alors le périmetre
de tout triangle est pair.

On note que cette condition n’est pas suffisante pour qu’une distance plonge-
able dans L soit h-plongeable: ainsi pour le graphe K¢\ P, (avec d sa distance de
graphe usuelle) 2d est plongeable dans L' mais non h-plongeable.

Cependant on a:

Proposition 6 [13]. Sur un ensemble & 5 points un écart plongeable dans L' est
h-plongeable dés que le périmétre de tout triangle est pair.

3. Graphes avec distance tronquée

On fait d’abord I'observation suivante: soit X un ensemble, une fonction
symétrique sur X x X a 2 valeurs (0 sur la diagonale et éventuellement ailleurs et
1) est toujours un écart plongeable dans L' (car aprés quotient on se raméne a un
graphe complet, voir cidessous).

Soit X un ensemble. Une fonction symétrique sur X X X a 3 valeurs (0 sur et
seulement sur la diagonale, 1 et 2) est toujours une distance. Cela améne a poser
la définition suivante:

Definition. Soit G = (X, E) un graphe. On appelle distance tronquée sur 1’ensem-
ble des sommets de G la distance définie ainsi:

0 six=y,
Vx,yeX, dis(x,y)=11 si(x,y)eE,
2 sinon.

(d; n’est autre que inf(dg, 2) avec adaptation évidente si G n’est pas connexe.)

Notations. Soit G =(X, E) un graphe, x,€ X et G, le sousgraphe induit sur
X\ {xo}. on dira que G est suspension de G, si (xy, x) € E pour tout x € X \{xg}.
D’autre part, pour abréger, on utilise ’expression anglaise “line graph™ pour
désigner le graphe représentatif des aretes d’un graphe.
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Proposition 7. Soit G = (X, E) un graphe.

(a) d est h-plongeable si et seulement si elle est h-plongeable chaque fois qu’elle
est restreinte a 5 points (en fait cela réduit G a étre S, ou (K,)? ou K,).

(b) Si G est un “‘line graph” ou une suspension de “line graph”, alors 2d%; est
h-plongeable.

(c) Si |X|=<6, 2dy est h-plongeable si et seulement si G ne contient pas comme
sous-graphe induit un des 8 graphes exhibés dans la Fig. 2.

Demonstration. (a) Soit G tel que df soit h-plongeable. Supposons d’abord
|X|=3. Le Lemme 5 implique G = P, ou K;. Supposons maintenant |X|=4 ou 5,
les sous-graphes induits sur 3 points doivent &tre P, ou K,. Par ailleurs rappelons
que K3 n’est pas pentagonal. Donc G =S;, S, (K,)?, K, ou K. Si | X|=n=6,
les sous-graphes induits sur 5 points doivent &tre S, ou Ks. On vérifie aisément
que si G=38,, (K,)?, K,, alors d est h-plongeable. D’oi le résultat.

(2&

(6)

(8@

(3)

(7)

SINA VA

Fig. 2
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{b) Soit I'=(Y, F) un graphe. Soit G, = (F, E,) le “line graphe” de I'({a, b) e E,
si, a,beF, lanb|=1). Soit G =(X, E) la suspension de G, (¢’est-a-dire: X =
FuU{x,} et E=E,U{(a, x,) | a€ F}). Pour obtenir une h-réalisation de 2d% (et
donc aussi de 2d{, par restriction) on prend:

nN=Y, A(xg)=0 et A(a)=a pour tout acF.

(c) Les graphes a 5 sommets ou moins sont tous des “line graphes” ou des
suspensions de “line graphs’ excepté 6 graphes a 5 sommets: les graphes (1), (2),
(3), (4) de ’enoncé et les graphes

l i et
J

Fig. 3

On vérifie aisément que pour les quatre premiers (resp. les deux derniers) 2dg
n’est pas pentagonale (resp. est h-plongeable).

Les graphes & 6 sommets qui ne contiennent pas (1), (2), (3) ou (4) comme
sous-graphe induit (ce qui exclut déja 48 graphes) sont tous des ““line graphs” ou
des suspensions de ““line graphs’ excepté 27 graphes. Pour ces 27 graphes, 2d§
est toujours h-plongeable sauf pour les graphes (5), (6), (7) et (8) de I’énoncé. On
notera que pour (5) et (6) (resp. pour (7) et (8)) 2d% n’est pas L'-plongeable
(resp. 4dy; est h-plongeable). [

Remarques. (1) On peut poser la question suivante: la reconnaissance des
graphes G pour lesquels 2dj est h-plongeable est-elle un probléme d’ordre fini,
c’est a dire existe-t-il un entier p tel que, pour chaque graphe G, 2 df est
h-plongeable dés qu’elle est h-plongeable toutes les fois qu’elle est restreinte a p
points?

(En d’autres termes, la h-plongeabilité de 2d}; peut-elle étre caracterisée par
un nombre fini de configurations interdites?) En fait, on peut mettre en evidence
un graphe G a 9 sommets avec 2d% non h-plongeable bien que h-plongeable dés
qu’on enléve un sommet quelconque, donc p=9.

(2) On peut rapprocher ce probléeme des suivants (pour lesquels la question est
résolue):

— reconnaitre les graphes tels que dg est h-plongeable: ordre 5, [17, 6];

— reconnaitre les “line graphs”: ordre 6, [7].

On peut aborder le probleme (1) (reconnaitre si 2d§; est h-plongeable) comme
un probléme de ““line graph” d’hypergraphe trés particulier.

Rappelons qu’en général (cf. [8]) la reconnaissance d’un “line graph” d’hyper-
graphe (méme assez précisé) ne peut se faire par un nombre fini de configurations
interdites.
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(3) Signalons aussi un résultat de “finitude” de [25]: soit E un espace normé de
dimension finie dont la boule unité est un polytope; pour que E (muni de la
distance de la norme) soit plongeable dans L, il suffit que tout sous-espace normé
de E de dimension 3 soit plongeable dans L.

(4) Soient G =(X, E) un graphe et n un entier =1. On définit sur ’ensemble
des sommets de G la distance d suivante:

0 six=y,
Vx,yeX, d&(x,y)=1{ n si (x,y)eE,
n+1 sinon.

Cette distance est 2n + 1-polygonale. Si k est un entier = 1, la reconnaissance des
graphes G tels que kd&’ soit h-plongeable est-elle un probléme d’ordre fini?

(5) Notons enfin (¢’est un résultat de [11] sur la reconnaissance des “intersec-
tion patterns’) que la reconnaissance des distances h-plongeables a 4 valeurs
(0, 2, 4, 6) est un probleme NP complet donc ne saurait étre un probleme d’ordre
fini que si NP =P (Plutdt que de préciser ces termes, on renvoie au livre de Garey
et Johnson [19]).

4. Graphes avec distance usuelle

On considere désormais des graphes connexes G =(X, E). L’ensemble des
sommets X est muni de la distance de graphe usuelle ds (distance du plus court
chemin). On a Pimportant résultat suivant:

Propesition 8. [17] Soit G = (X, E) un graphe connexe. Alors ds est h-plongeable
si et seulement si:

(a) G est bipartite

(b) pour tout (s, t)eE, ensemble G(s, t)={xeX|d(x,s)<d{(x, t)} est
métriquement fermé (c’est-a-dire pour tout x, y € G(s, t) tout chemin de longueur
minimale entre x et y est contenu dans G(s, t)).

On voit aisément que la condition (a) (graphe bipartite) n’est autre que la
condition du Lemme 5 (périmétre pair pour les triangles).

Auvis [6] remarque que la condition (b) n’est autre que I'inégalité pentagonale.
En d’autres termes:

Corollaire 9. Soit G =(X, E) un graphe connexe. Alors dg est h-plongeable si et
seulement si elle est h-plongeable toutes les fois qu’elle est restreinte a S points
(probléme d’ordre 5).

On va maintenant donner des exampies (chaque graphe est muni de la distance
usuelle d; et on donnera le cas échéant la valuer de 11 = n(dg)).
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Fig. 4

On note d’abord que les graphes K, 5, K 5 plus une aréte (ce qui se fait de deux
facons) et K.\ P, fournissent des exemples de graphes non plongeables dans L*
(les trois premiers sont les exemples (1), (3), (4) de la proposition 7 pour lesquels
ds = df; le dernier est le contre exemple de [6]).

L’exemple (2) de la Proposition 7 pour lequel dj differe de ds (dg est
h-plongeable, di; =inf(dg, 2) n’est pas plongeable dans L') peut s’interpréter de
la fagon suivante: Le graphe du cube tronqué autour d’un sommet (c’est-a-dire le
graphe des sommets et des arétes de ce polyedre) n’est pas plongeable dans L'
(voir la Fig. 4). Pour finir, nous précisons dans le Tableau 1 (voir page suivante) la
possibilité de plongements pour les graphes de polytopes et pavages réguliers.
On va maintenant envisager le graphe (c’est-a-dire le graphe des sommets et des
arétes) de chaque polytope régulier, de chaque pavage régulier de R" et de
certains pavages réguliers du plan hyperbolique. (Voir le Tableau 1.) Pour chacun
d’eux on donnera la valeur de 'échelle n(ds;). Enfin on notera chacun par son

symbole de Schaffli (voir le livre de Coxeter [12]).
(En dehors des cas les plus simples, les polyédres réguliers viennent de [21],

Pétude de échelle de K, ;\ P, a I'aide de matrices de Hadamard provient de {9]
et le reste de [3]; 1a Proposition 8 sert de critére lorsque n = 1 et la Proposition 4
pour les pavages du plan hyperbolique.)

5. Plongements dans L' de quelques espaces metriques infinis

On se propose de donner des exemples sans detail (et sans répéter ceux de
[21).

(1) Semigroupes. Soit S un semi groupe abélien noté additivement avec une
origine 0; on suppose soit que S est un grpupe, soit qu’il existe un entier n avec
2ns=s pour tout se€S. Soit f:S— R, on pose alors: Vs, teS, d(st)=

2f(s+6)—f(2s)—f(20).

Propesition 10 [4]. Soit d la fonction définie ci-dessus. Si d est de type négatif,
alors d est une distance plongeable dans L".

Corollaire 11 [4]. Soit ¢ une capacité «-alternée de Choquet. Alors la fonction
d(A, B)=2¢(A UB)— ¢(A)— ¢(B) est une distance plongeable dans L.
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Tableau 1
Symbole de Nom Plongeabilité
Schaffii usuel Graphe et échelle
{n} polygone a n cOtés C, n =1 (n pair), =2 (sinon)
{oo} pavage ‘“‘cubique” de R Z n=1
{3,3} tétragdre K, n=2
{4, 3} cube (K,)? n=1
{3, 4} octaédre n=2
{5,3} dodécaédre n=4
{3, 5} icosaédre n=4
{4, 4} pavage ‘“‘cubique” de R? 7> n=1
{3, 6} pavage triangulaire de R? n=2
{6, 3} pavage hexagonal de R? n=1
{p., q} (pavage régulier du graphe plongeable dans L*!
1 plan hyperbolique) planaire si p est pair
(pour~+-<§ de degré (partie finie n = 1)
G & mail-
les de
longueur p
{=, q} (pavage régulier du arbre plongeable dans L'
plan hyperbolique) infini de (partie finie n =1)
degré q
{3,4,3} polytope a 24 faces de R* non plongeable dans L!
{3.3,5} polytope a 600 faces de R* non plongeable dans L'
{5, 3,3} polytope a 120 faces de R* ?
{3,3,4,3} pavage de R* par des n=2
polytopes en croix
{3,4,3,3} pavage de R* par des non plongeable dans L'

polytopes a 24 faces

(les symboles qui suivent sont de longueur (n—1) avec n=4)

{3,....3} simplexe dans R" K, ., n=2
{4,3,...,3} hypercube dans R" (K, n=1
{3,...,3,4} polytope en croix dans R" contient lnsq<n
K, . \P, (cf. matrices de Hadamard)
{4,...,4} pavage cubique de R™~' YA n=1

(2) Anneaux. Donnons seulement le résultat suivant pour I’anneau des entiers
(mais il s’étend aux anneaux factoriels).

Proposition 12 [4]. Pour tous p, q entiers >0 on pose

p-p-c.m.(p, q)

d(p,q)=1o .
P & p.gcd(p, q)

Alors d est une distance plongeable dans L'.

(3} Distance des biotopes. Cette distance est introduite dans [23].
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Proposition 13 [4]. Soit un ensemble fini. Pour tous A, B < {2, on pose §(A, B) =
|AAB|/|A UB| (distance des biotopes). Alors & est une distance plongeable dans
L'.
Plus généralement, soient (X, d) un espace métrique plongeable dans L' et x, un
point de X. Alors
d(x, y)
3(x, y)=
(xy) d(x, y)+d(x, xo) + d(y, xo)

est plongeable dans L*.

(4) Calcul fonctionnel. 11 s’agit d’un analogue d’un résuitat de [24].

Proposition 14 [4]. Soit (X, d) un espace métrique plongeable dans L'. Alors d®
(pour chaque pel0,1]) et l-exp(—Ad) (pour chaque A>0) sont des distances
plongeables dans L.

(5) Espaces normés.

Proposition 15 [24]. Un espace L® est plongeable dans L' si pe[1, 2]. Un espace
L” w’est pas plongeable en général dans L* si pe ]2, «].

(6) Espaces hyperboliques. Rappelons la présentation due a Klein: soit X la
boule ouverte (euclidienne) de R™; pour tous x, ye X, x# y, on pose

llx — ullfly — ol
llx =l lly - ull

ol u et v sont les intersections de la droite x, y avec la sphere.
(X, d) est I’espace hyperbolique de dimension n.

d(x, y)= |log

Proposition 16 [1]. Le plan hyperbolique est plongeable dans L.

Il semble vraisemblable qu’en général ’espace hyperbolique de dimension n
soit plongeable dans L'. En effet on montre dans [18] que sa distance est de type
négatif.

(Signalons que la sphere de R™ avec sa distance géodésique est plongeable dans
L, [21])

4. Covariances et diverses questions connexes
Soient X un ensemble, k et d des fonctions symétriques de X X X dans R et
xo€ X. On définit alors K, d et Lk de la facon suivante:
Vx, y € X, K, d(x, y)=3[d(x, xo) + d(y, xo) = d(x, y)},
Vx,ye X, Lk(x, y) = k(x, x) + k(y, y)—2k(x, y).
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On a: LK, d=d. On va voir que les opérateurs K, et L permettent le passage
entre les distances h-plongeables et les ‘“‘intersection patterns” (ainsi que le
passage correspondant pour les distances plongeables dans L'). Pour cela don-
nons d’abord les définitions suivantes:

Definitions. Soient X un ensemble et k une fonction symétrique de X X X dans R.
(a) On dit que k est un “intersection pattern” s’il existe un ensemble {2 et une
famille (A(x)),.x de parties de £ telles qu’on ait:

Vx,yeX kix, y)=|AXx)NA(y).

(b) On dit que k est une convariance {0, 1}-réalisable (ou “‘intersection pattern™
continu) s’il existe un espace mesuré (2, o, 1) avec u =0 et une famille (f(x)}), .x
de fonctions mesurables sur £ a valeurs dans {0, 1} tels que:

(l) Vx’ ye X’ k(x7 Y) = (f(x) ‘ f(y))L-"(Q,‘ﬂ‘u)

(ot (- ]-)Lz(ﬂ,&q,u) désigne le produit scalaire dans L*({2, &, w)).

Remarques. (a) Les “intersection patterns” sont la forme naturelle de certains
problemes d’existence en combinatoire. L’extension a n variables (cardinal des
intersections n a n) est étudiée dans [16].

{b) Si on pose pour chaque x € X: A(x)={w | f(x)(w)= 1} on peut écrire aussi

bien (i) sous la forme:
Vx,yeX, kix,y)=n(Ax)NA(y))

ce qui justifie la dénomination d’*‘intersection pattern’ continu.

(c) Il est intéressant de remplacer dans (i) les fonctions a valeurs dans {0, 1} par
des fonctions a valeurs dans M (ou M est une partie de R ou méme d’un espace
de Hilbert auxiliaire). On obtient ainsi: pour M={-1,1} la classe des
‘“‘covariances of unit processes’’, pour M =R" 1a classe des matrices complétement
positives (objet dual de la classe des matrices copositives).

Un examen systématique pour M quelconque en est donné dans [2]. (Tout cela
dans le cas réel; dans un travail en cours, le cas complexe est considéré, avec
M =T). Le passage entre distance et covariance est immédiat:

Proposition 17. Soient (X, d) un espace métrique et x,€ X. Alors d est plongeable
dans L' (resp. h-plongeable) si et seulement si Kx,d est une covariance {0, 1}-
réalisable (resp. un ‘‘intersection pattern’).

Enfin on va montrer les liens existant entre les questions qui précedent et deux
problémes classiques (en fait surtout pour rappeler l'importance de ces
probléemes).

Rappelons d’abord la notion de contenu: (X est un ensemble)

(a) (voir plus haut) soit d une distance h-plongeable; on appelle h-contenu de
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d (noté w,(d)) le plus petit des entiers n tels que d puisse s’écrire d(x, y)=
|A(x)AA(y)| pour des A(x) inclus dans un ensemble 2 avec |Q2|= n.

(b) de méme soit d une distance plongeable dans L'; on appelle contenu de d
(noté w(d)) le plus petit des réels a tels que d puisse sécrire d(x,y)=
w(A(x)AA(y)) pour des A(x) inclus dans un espace measuré (€2, 4, p) avec
w= 0, u,(ﬂ) =a.

On utilisera la notion de contenu (resp. h-contenu), sans préciser les adapta-
tions évidentes, dans des cas ol des représentations différentes sont utilisées: par
example pour w(A(x)N A(y)), pour les covariances M-réalisables et ci-dessous.

(1) Adresses ternaires et conjecture de Graham et Pollack (cf. [20]). Soient X un
ensemble et d une distance a valeurs entieres sur X. On dit qu’on s’est donné des
adresses ternaires si on s’est donné pour chaque x € X, deux parties A(x) et A(x)
d’un ensemble (2 de facon que:

VxeX, A(x)cA(x),
Vx,yeX, dx y)=[[A\AWIV[AG\A®].

Une telle représentation est toujours possible (noter que si on prenait A(x)=
A(x), ce ne serait plus le cas que pour les distances h-plongeables). La notion
intéressante ici est le h-contenu (ou longueur minimale des adresses ternaires)
c’est-a-dire la valeur minimale de || dans une telle représentation.

Conjecture de Graham et Pollack. Soit G= (X, E) un graphe connexe a n
sommets. Alors la longueur minimale des adresses ternaires pour (X, dg) est
inférieure ou égale a n—1.

(Yao {26] donne une bonne évaluation de cette longueur).

(2) Théoréme et constante de Grothendieck (on renvoie entierement & [22]). Un
résultat important en analyse fonctionnelle (du & Grothendieck) est le suivant:

Soit X la sphére unité d’un espace de Hilbert H, c’est-a-dire I’ensemble des
éléments de norme 1; on peut se donner un espace mesuré ({2, o, p.) avec p=0 et
1 () fini, et pour chaque x € X deux fonctions measurables f(x) et g(x) de ({2, )
dans {—1,1} de fagon que:

Vx,yeX, (x|yu=0x) g0

(oit (+| )er €t (-] )2, désignent les produits scalaires respectifs dans les espaces
de Hilbert H et L*(0, o, u)).

L’assertion importante ici est que w({2) est fini et on appelle constante de
Grothendieck 1a plus petite valeur possible de p({2) dans une telle représentation,
autrement dit le contenu de ce probléme. Notons-la K. L’évaluation suivante
seule est connue [22].

k3 kU
—=Kg=<

2 2Argsh1’
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